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Представлены результаты разработки и последующей реализации алгоритмов построения 
и локального уточнения Т-сплайнов, основанные на теории Т-сплайнов. Проведен обзор 
NURBS и обобщающих их Т-сплайнов, рассмотрен описывающий их математический ап-
парат и приведено математическое обоснование алгоритмов их построения и локального 
уточнения путем вставки новых точек с целью улучшения локальной области без потери 
точности. Разработана программная реализация на языке программирования С++ с визуа-
лизацией результатов средствами OpenGL, приведены примеры работы рассмотренных 
алгоритмов: на заданной сетке успешно построен Т-сплайн и выполнена вставка несколь-
ких точек в разные области без ухудшения точности построенной изначально криволи-
нейной поверхности. 
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Введение. Постепенное внедрение компьютерных технологий во все сферы 
нашей жизни существенно расширило возможности путем частичной или пол-
ной автоматизации труда, способствующей сокращению затрат и увеличению 
производительности. По заказу предприятий аэрокосмической и автомобиль-
ной промышленности изучением принципов моделирования трехмерных объ-
ектов занялись различные исследовательские группы, что и привело в итоге  
к созданию сплайнов NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines — неравномер-
ные рациональные B-сплайны), используемых по всему миру в коммерческих 
CAD-системах и большинстве пакетов программ для компьютерной графики, 
например, Maya и Autodesk 3ds Max. 

T-сплайны — логическое развитие NURBS-сплайнов. Являясь обобще-
нием B-сплайн поверхностей, сплайн данного вида обладает гораздо большей 
гибкостью и решает одну из базовых проблем «взрывной» генерации данных 
(появления большого объема излишних данных) при слиянии B-сплайновых 
поверхностей [1–3]. 

B-сплайны и NURBS. B-сплайны представляют собой обобщение кри-
вых и поверхностей Безье: они также позволяют конструктивно задавать 
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форму кривой с помощью контрольных точек, однако их алгебраическая сте-
пень не зависит от числа заданных точек. Уравнение сплайна имеет вид, ана-
логичный кривой Безье, но сопрягающие функции не являются многочлена-
ми Бернштейна, а определяются рекурсивно в зависимости от параметра. 
Область задания параметра разбита на узлы, соответствующие точкам сопря-
жения алгебраических кривых заданной степени. 

Общая формула кривой имеет вид 
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Узлы it  — элементы узлового вектора, удовлетворяющие условию 1i it t +≤ ,  
а сам параметр изменяется в пределах min max[ ; ]t t . 

Рассмотрим понятие рациональных B-сплайнов, общий вид которых 
может быть записан следующим образом: 
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где iw  — весовые коэффициенты; 
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рационального B-сплайна. 
Рациональные В-сплайны являются обобщением нерациональных, когда 

не все весовые коэффициенты равны единице. При 0iw ≥  они наследуют по-
чти полный набор геометрических и аналитических свойств B-сплайнов. При 
использовании в определении неравномерного узлового вектора мы получим 
так называемые NURBS-сплайны. 
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NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) — рациональные B-сплайны, 
допускающие наличие неравномерного узлового вектора (рис. 1). Они полу-
чили широкое распространение благодаря своей стандартизированности и 
относительной простоте и служат неотъемлемой частью большинства паке-
тов программ для компьютерной графики. 

 
а     б 

Рис. 1. Пример NURBS-поверхности: 
а — контрольная сетка; б — биквадратичная NURBS-поверхность 

 
NURBS-поверхность — это параметрическая поверхность, являющаяся 

тензорным произведением двух одномерных NURBS-сплайнов степени p и q: 
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параметра v. 
Базисной функцией поверхности будет являться 
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С учетом (1) уравнение NURBS-поверхности может быть переписано в 
следующем виде [4–6] 
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T-сплайны. T-сплайны были впервые широко представлены Томасом Се-
дербергом в [7]. Они являются видом поверхности свободной формы, по ана-
логии с NURBS-поверхностями, сетка которой допускает наличие T-соединений 
— узлов, соседствующих только с тремя точками, а не четырьмя, как в привыч-
ной нам прямоугольной сетке. Хоть понятие T-сплайнов определено для любой 
степени, для наглядности в данной работе ограничимся случаем базисных 
функций третьей степени, подробнее данный аспект разобран в [8]. 

Цель при построении T-сплайна — сохранение большей части свободы 
PB-сплайнов (представленных в [7]) при восстановлении структуры, подоб-
ной контрольной сетке NURBS, называемой T-сеткой. T-сетка предлагает бо-
лее удобное взаимодействие с контрольными точками путем операций встав-
ки и удаления, а также именно из нее выводятся узловые векторы si и ti, узлы 
которых представляют собой точки в параметрическом пространстве ( , )s t . 
При вырождении T-сетки в прямоугольную T-сплайн преобразуется в обыч-
ный B-сплайн. 

 
 

Рис. 2. Т-сетка сплайна 
 
Рассмотрим обозначения (рис. 2), используемые при выводе узловых ин-

тервалов из T-сетки в параметрическом пространстве ( , );s t  ( , )i js t  — парамет-
рические координаты точки; ( , )i je d  — длины интервалов вдоль соответству-
ющих переменных. К примеру, 4 3 3 5 4 4,s s d t t e= + = + . Красными на рис. 2 
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обозначены ребра, содержащие интервалы с граничными условиями (за них 
принимают длины внешних интервалов), при их отсутствии граничные усло-
вия принимают нулевыми. 

Ребрам T-сетки соответствуют интервалы, на которые наложены следу-
ющие ограничения. 

Правило 1. Суммы узловых интервалов на противоположных ребрах лю-
бого участка поверхности должны быть равны. К примеру, на рис. 2 для F  
должно выполняться: 2 6 7d d d+ =  и 6 7 8 9 .e e e e+ = +  

Правило 2. Если T-узлы, расположенные на противоположных гранях, 
могут быть соединены (тем самым разбивая участок на две части) без нару-
шения 1-го правила — новое ребро должно быть встроено в сетку. 

Каждой точке iP  соответствует базисная функция ( , )iB s t , построенная 
на узловых векторах 0 1 2 3 4{ , , , , }i i i i i is s s s s=s  и 0 1 2 3 4{ , , , , }i i i i i it t t t t=t . Вывод дан-
ных векторов производится следующим образом. Параметрические коорди-
наты точки в данных обозначениях равны 2 2( , )i is t . Поиск оставшихся значе-
ний происходит путем построения пересечений с ближайшими ребрами 
лучей 2 2( ) ( , )i iS s tα = +α  и 2 2( ) ( , )i iT s tβ = +β . К примеру, для точки 1 3 2( , )P s t   
на рис. 2 узловые вектора будут иметь вид 
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В общем случае каждая точка обладает определенным весом iw R∈  и, 
следовательно, формула стыковочной функции T-сплайна, определенной  
в точке iP  имеет вид 
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ная на соответствующих iP  узловых векторах si и ti; 0{ ,..., }nP P  — полный 
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Итоговая формула взвешенного T-сплайна выглядит следующим образом: 
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Уточнение стыковочных функций. Процедура уточнения стыковочных 
функций (Blending Function Refinement) играет важную роль при вставке  
и удалении контрольных точек. 

Пусть дан узловой вектор 0 1 2 3 4{ , , , , }s s s s s=s  и вектор s  размерности m, 
содержащий s в качестве подвектора. В таком случае базисная функция 

0 1 2 3 4{ , , , , }( ) ( )s s s s sN s N s=  может быть представлена линейной комбинацией 
4m−  B-сплайновых базисных функций, заданных на подвекторах .s  
Для простоты будем рассматривать случай вставки одного узла k,  

при котором размерность финального вектора s  равняется 6.m =  Уравнения 
для случаев 6m >  выводятся по аналогии. 

Если 0 1 2 3 4{ , , , , , }s k s s s s=s , то 
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где 0
0 0

3 0
, 1

k s
с d

s s
−

= =
−

. 

Если 0 1 2 3 4{ , , , , , }s s k s s s=s , то 

 
0 1 2 3 1 2 3 41 { , , , , } 1 { , , , , }( ) ( ) ( ),s s k s s s k s s sN s с N s d N s= +  (5) 

где 0 4
1 1

3 0 4 1
,

k s s k
с d

s s s s
− −

= =
− −

.  
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Если 0 1 2 3 4{ , , , , , }s s s s k s=s , то 
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Если же 0k s≤  или 4k s≥ , то ( )N s  остается без изменений. 
Стыковочная функция ( , )iB s t  может быть подвергнута вставке узла по 

обоим направлениям, тем самым расщепляясь на две новые функции. После-
дующая вставка узлов дает целый набор функций, в сумме дающих изначаль-
ную (рис. 3): 

 1 2 3 4
1 1 1 1 2 1 3 1 4( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).B s t c B s t c B s t c B s t c B s t= + + +     (8) 
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а    б 

Рис. 3. Пример уточнения функции 1 ( , ):B s t  

a — начальная стыковочная функция; б — уточняющие стыковочные функции 

 
Алгоритм локального улучшения. Процесс локального улучшения (Lo-

cal Refinement Algorithm) состоит в произведении вставки некоторого коли-
чества контрольных точек в T-сетку без изменения формы самой поверхно-
сти. Его также называют локальной вставкой узла, поскольку при вставке 
дополнительных узлов в T-сетку исходные контрольные точки влияют на по-
строение стыковочных функций. 

Алгоритм состоит из двух этапов: 
1) топологического, на котором определяется необходимый набор до-

полнительных точек для вставки; 
2) геометрического, на котором вычисляются координаты и веса обнов-

ленной T-сетки. 
В T-сплайне существует тесная связь между стыковочными функциями  

и T-сеткой: каждой контрольной точке соответствует индивидуальная стыко-
вочная функция, для которой определен узловой вектор, удовлетворяющий 
правилу 1. 

Предположим, что могут существовать стыковочные функции, наруша-
ющие данное правило. Возможны три варианта развития событий: 

Нарушение 1. В соответствующем функции узловом векторе отсутствует 
узел, удовлетворяющий правилу 1 для данной T-сетки. 

Нарушение 2. В соответствующем функции узловом векторе присутству-
ет узел, не удовлетворяющий правилу 1 для данной T-сетки. 

Нарушение 3. Контрольная точка не имеет стыковочных функций. 
T-сплайн построен корректно, если ни одно из нарушений не обнаруже-

но. В противном случае алгоритм будет последовательно исправлять наруше-
ния, пока они не закончатся. 
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Топологический этап алгоритма локального улучшения состоит из сле-
дующего набора инструкций. 

1. Вставить все нужные контрольные точки в T-сетку. 
2. Если существуют стыковочные функции, удовлетворяющие условиям 

нарушения 1, произвести необходимые вставки узлов в данные функции со-
гласно (4)–(8). 

3. Если существуют стыковочные функции, удовлетворяющие условиям 
нарушения 2, добавить соответствующую контрольную точку в T-сетку. 

4. Повторять шаги 2 и 3, пока нарушений не останется. 
Заметим, что решение всех случаев нарушений 1 и 2 автоматически ре-

шает все случаи нарушения 3 [9, 10]. 
Реализация и результаты. Рассмотрим базовые структуры данных и клас-

сы, необходимые для программной реализации T-сплайнов. Затем рассмотрим 
примеры некоторых поверхностей, полученных с помощью описанного алго-
ритма. 

Согласно определению T-сплайна [7, 8], его основой является T-сетка. 
Она представляет собой массив вершин и ребер, их соединяющих (рис. 4). 
Для корректного задания на ребра сетки накладываются определенные огра-
ничения (правила 1 и 2). 

В качестве базовых структур данных рассмотрим вершину, ребро и саму 
Т-сплайновую поверхность.  

 

 
 

Рис. 4. Тестовая T-сетка 
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Вершина помимо базовых координат в трехмерном пространстве должна 
содержать в себе узловые векторы si и ti по каждому параметру. В рассматри-
ваемом случае это реализуется путем хранения в вершине информации о со-
седних ребрах. Ребро содержит в себе лишь информацию о начальной и ко-
нечной вершинах. Т-сплайновая поверхность состоит из массивов вершин  
и ребер, на базе которых она строится. 

Расчет значений T-сплайна проводится по формуле (3). Учтем, что на те-
кущий момент все веса контрольных точек равны единице (рис. 5). 

Выполним теперь непосредственно локальное улучшение данного 
сплайна путем вставки некоторого числа новых вершин и ребер согласно обо-
значенному ранее алгоритму. Улучшение (т. е. непосредственная вставка но-
вых узлов, ребер и замена стыковочных функций) должно осуществляться 
таким образом, чтобы сам сплайн не менялся. 

Рассмотрим новую T-сетку, полученную после вставки всех дополни-
тельных узлов (рис. 6). Заметим, что данная сетка изображена именно в пара-
метрическом пространстве и в декартовой системе координат точки могут 
быть смещены из-за процедуры уточнения стыковочных функций (рис. 7). 

 

 
 

Рис. 5. T-сплайн, построенный на тестовой сетке 
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Рис. 6. Дополненная Т-сетка (новые узлы обозначены синим цветом) 
 

 
 

Рис. 7. Уточненный Т-сплайн 
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Заключение. В данной работе рассмотрены поверхности свобод-
ной формы T-сплайн, их определение и алгоритм построения. Помимо 
этого также представлены его формула расчета и алгоритм локального 
уточнения сетки, в дальнейшем реализованные средствами языка про-
граммирования С++, продемонстрированы результаты работы напи-
санных алгоритмов (см. рис. 5, 7). 

В качестве дальнейших целей исследования предлагается ряд за-
дач: рассмотрение алгоритма упрощения T-сплайна путем встав-
ки/удаления узлов с последующим локальным уточнением, примене-
ние метода наименьших квадратов для приближения T-сплайном 
заданной поверхности, разработка методов парсинга форматов файлов, 
использующихся для хранения данных о T-сплайне. 
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The paper presents results of development and subsequent implementation of algorithms for the 
T-splines construction and local refinement based on the T-spline theory. NURBS and T-splines 
generalizing them were reviewed, mathematical apparatus describing them was analyzed, and 
mathematical justification was provided for their construction and local refinement algorithms 
by inserting the new points to improve the local area without losing accuracy. Software imple-
mentation was developed in the C++ programming language with results visualization using the 
OpenGL package; examples of the considered algorithms operation were provided. A T-spline 
was successfully constructed on the given mesh, and several points were inserted into different 
areas without compromising accuracy of the initially constructed curved surface. 
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