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Аннотация Ключевые слова 
Представлены возможные способы испытаний не-
связанного грунта для определения его физико-
механических параметров, которые совместно  
с типом колесного движителя определяют проходи-
мость колесной машины, а также тягово-сцепные и 
тягово-энергетические характеристики. Для описа-
ния взаимодействия движителя с опорным основа-
нием целесообразно применять методы математи-
ческого моделирования. Использование метода дис-
кретных элементов позволяет описать взаимодей-
ствие частиц грунта. Верифицированную матема-
тическую модель грунта можно применять для 
дальнейших исследований при описании взаимодей-
ствия движителя транспортного средства с грун-
том на этапе проведения научно-исследовательских 
работ. Выполнено сравнение существующих мате-
матических моделей взаимодействия отдельных 
частиц. 
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Введение. В настоящее время на этапе проведения научно-исследова- 
тельской работы (НИР) при разработке автомобиля высокой проходимости 
необходимо прогнозировать его подвижность при движении по неподготов-
ленным грунтам и дорожным покрытиям в плохом состоянии. Эффективность 
выполнения транспортным средством поставленных задач зависит от ком-
плексного свойства подвижности. Подвижность определяет способность дви-
жения по заданному маршруту за конечное время без средств поддержания 
движения.  

Проходимость — это эксплуатационное свойство колесной машины (КМ), 
определяющее возможность движения в ухудшенных дорожных условиях и по 
бездорожью, а также преодоления различных препятствий [1, 2]. В общем слу-
чае проходимость наземных транспортных средств подразделяют на три вида: 
профильную, опорную и бродопроходимость. Опорная проходимость зависит 
не только от типа колесного движителя, но и от физико-механических свойств 
грунта. Параметры, характеризующие свойства грунта, такие как угол есте-
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ственного откоса, угол внутреннего трения, связность и другие, позволяют до-
статочно точно описать его поведение. 

На сегодняшний день актуален вопрос сохранения подвижности транс-
портных средств при движении по грунтовым основаниям с малой несущей 
способностью, для оценки которой используются натурные испытания с ис-
пользованием КМ. Однако на этапе НИР прототип отсутствует и проходимость 
сложно спрогнозировать. Тем не менее, благодаря развитию вычислительной 
техники появилась возможность оценивать опорную проходимость автомобиля 
без проведения натурных испытаний. Для этого необходимо разработать мате-
матическую модель опорного основания, используя результаты испытаний по 
определению физико-механических свойств. Эти испытания не требуют нали-
чия реальной КМ. Метод дискретных элементов, реализованный в программ-
ном комплексе EDEM, позволяет получить верифицированную математическую 
модель грунта для исследования проходимости. 

Испытания несвязанного грунта. Для верификации математической моде-
ли грунта существует множество различных испытаний. Рассмотрим наиболее 
распространенные варианты испытаний для определения физико-механических 
свойств [3–5]. 

Определение угла естественного откоса. Угол естественного откоса — 
угол, образованный свободной поверхностью несвязанного грунта с горизон-
тальной плоскостью. Его трудно измерить с высокой точностью, поэтому обыч-
но его используют при предварительном определении физико-механических 
свойств.  

Штамповые испытания. Требования к методу испытаний штампом для 
определения характеристики нагрузка-осадка в случае несвязанных грунтов при 
их исследованиях установлены в ГОСТ 20276.1–2020. Штамповые испытания 
бывают двух видов: с использованием круглого плоского штампа и винтового 
(рис. 1). Штампы должны быть жесткими. Тип и площадь штампа назначают  
в зависимости от вида испытуемого грунта. 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Штамповые испытания: 
а — плоским штампом; б — винтовым штампом 
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В состав установки для испытания грунта штампом должны входить штамп; 
устройство для создания и измерения нагрузки на штамп; анкерное устройство 
(для установок без грузовой платформы); устройство для измерения осадок 
штампа (прогибомеры, датчики перемещений). Конструкция установки должна 
обеспечивать возможность нагружения штампа ступенями давления по 
0,01…0,10 МПа; центрированную передачу нагрузки на штамп; постоянство 
давления на каждой ступени нагружения. 

Испытания на сдвиг (срез). Требования к методу лабораторного определе-
ния сопротивлению срезу при исследовании несвязанных грунтов установлены  
в ГОСТ 12248.1–2020. При движении автомобиля на грунт действует произвольно 
направленная нагрузка. Отклонение вектора нагрузки от нормали к поверхности 
грунта приводит к снижению несущей способности грунта. В связи с этим прово-
дят испытания грунта на сдвиг. На рис. 2 показан пример, где T и G — соответ-
ственно сдвиговая и нормальная силы; τ — напряжения сдвига в грунте; j — сдвиг 
штампа в направлении оси x. Когда напряжения сдвига достигнут максимума, 
произойдет срез грунта, и сопротивление сдвига будет обусловлено только трени-
ем частиц [6]. Максимальные напряжения сдвига определяются по формуле 

τ = ϕ +max 0 0tg ,p c  

где p — нормальное давление на грунт; ϕ0 — угол внутреннего трения; c0 — 
связность. 

 

Рис. 2. Схема сдвига штампа по грунту 
 
Испытания на установке трехосного сжатия. Другим испытанием грунта 

является лабораторный метод с использованием установки трехосного сжатия 
(рис. 3). Требования установлены в ГОСТ 12248.3–2020. 

В результате испытаний определяют угол внутреннего трения и связность, 
как и при испытаниях на сдвиг. Испытания цилиндрических образцов грунта 
проводится в условиях осесимметричной деформации. Боковое давление, под-
держивается постоянным, а вертикальное давление σ1 увеличивается ступенями 
∆σ1. При определенной разности (девиаторе) напряжений −1 2(σ σ )  наступает 
разрушение образца по наклонной плоскости.  
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Рис. 3. Установка трехосного сжатия: 
1 — образец грунта; 2 — эластичная оболочка; 3 — пористые штам-
пы; 4 — камера; 5 — поршень; 6 — манометры для измерения поро- 

вого давления; 7 — манометр для измерения бокового давления 
 
Недостатки данного метода заключаются в стоимости лабораторной уста-

новки и длительном времени проведения испытаний (до 2 недель). В приборе 
трехосного сжатия положение плоскости разрушения не зависит от условий 
нагружения, в отличие от испытания на сдвиг, что является преимуществом 
данного метода. 

Испытания на сдвиг не требуют дорогостоящего оборудования, но в данном 
случае плоскость среза определена конструктивно. Это может приводить к ис-
кажению результатов. Штамповые испытания проводятся в полевых условиях, 
и это является их недостатком. Однако данный метод, как и испытания на 
сдвиг, наиболее просто смоделировать в программном комплексе EDEM, а так-
же проанализировать полученные результаты. Кроме указанных выше испыта-
ний существуют и другие, которые могут быть выбраны в зависимости от целей 
испытаний и доступного оборудования, например, испытание методом одноос-
ного сжатия.  

Существующие математические модели взаимодействия отдельных час- 
тиц. Рассмотрим математические модели, используемые в программном ком-
плексе EDEM [7]. 

Модель Герца — Миндлина. Модель Герца — Миндлина (Hertz-Mindlin 
model (no slip)) — это основная математическая модель, которая используется  
в EDEM. Она основана на работе, проделанной Герцем (1882) и Миндлином 
(1949) о поведении упругих тел, находящихся в контакте. Допущения: усилие 
сжатия влечет за собой возникновение касательной силы; скольжение вдоль 
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поверхности контакта отсутствует. В общем случае взаимодействие частиц можно 
описать отдельно взаимодействием по нормали и по касательной (рис. 4).  

 

Рис. 4. Схема взаимодействия двух частиц 
 
Состояние i-й частицы описывается следующими уравнениями на основе 

второго закона Ньютона: 
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где im  — масса частицы; iv  — линейная скорость частицы; n  — число частиц, 
взаимодействующих с i-й частицей; iJ  — момент инерции частицы; ωi  — угло-
вая скорость частицы; = + + +, , , ,cn ij dn ij ct ij dt ijF F F F F  — внешняя сила, действующая 

на i-ю частицу; += , ,t ij r ijT T T  — внешний момент, действующий на i-ю частицу. 

Упругую составляющую нормальной силы ,cn ijF  находят по формуле Герца: 

= δ* * 3/2
,

4 ,
3cn ij nF E R  

где 
−

 −ν−ν
 = +
  

122
* 11 ji

i j
E

E E
 — приведенный модуль упругости; ν ,i j  и ,i jE  — соот-

ветственно коэффициент Пуассона и модуль упругости первого рода i, j-й час- 
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тицы; =
+

* i j

i j

R R
R

R R
 — приведенный радиус; δ =

2

*n
a
R

 — глубина проникновения 

частиц; a  — полуширина контакта. 
Демпфирующую составляющую нормальной силы ,dn ijF  определяют по 

формуле 

= − β *
,

52 ,
6

rel
dn ij n nF S m v  

где −
β =

+ π2 2

ln

(ln )

e

e
; e  — коэффициент упругого восстановления; =nS  

= δ* *2 nE R  — нормальная жесткость; =
+

* i j

i j

m m
m

m m
 — приведенная масса;  

rel
nv  — нормальная составляющая относительной линейной скорости двух частиц. 

Упругую составляющую касательной силы ,ct ijF  находят по формуле 

= − δ, ,ct ij t tF S  

где = δ* *8t nS G R  — касательная жесткость; *G  — приведенный модуль сдвига; 
δt  — касательное перемещение.  

Демпфирующую составляющую касательной силы ,dt ijF  вычисляют по фор-
муле 

= − β υ*
,

52 · · · · ,
6

rel
dt ij t tF S m  

где rel
tv  — касательная составляющая относительной линейной скорости двух 

частиц.  
Суммарная касательная сила ограничена кулоновским трением µ ·s nF , где 

µs  — коэффициент трения скольжения (покоя). 
Модель Герца — Миндлина с учетом адгезии. Модель Герца — Миндлина  

с учетом адгезии (Hertz-Mindlin model with JKR) — это модель, которая учиты-
вает влияние сил Ван-дер-Ваальса в зоне контакта. Она основана на теории 
Джонсона — Кендалла — Робертса (Johnson, Kendal and Roberts, 1971) и может 
использоваться для моделирования связанных или влажных материалов. Дан-
ная модель обеспечивает большую силу трения, чем модель без учета адгезии. 
Нормальную демпфирующую, касательную упругую и касательную демпфиру-
ющую силы рассчитывают так же, как и в предыдущей модели. Нормальная 
упругая сила зависит от глубины проникновения частиц δn  и дополнительного 
параметра взаимодействия — поверхностной энергии Гиббса γ , Дж/м2: 
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= − πγ
*

3 * 3/2
, *

4 4 ,
3cn ij

EF a E a
R

 

где πγ
δ = −

2

* *
4

n
a a
R E

 — глубина проникновения частиц. 

Максимальный зазор δc  находят по формуле 

πγ
δ = − +

2*

* *
4 .c

c
aE

E R
 

Данную контактную модель рекомендуется использовать при равенстве 
контактного и физического радиусов =к ф .r r  

Модель Герца — Миндлина с учетом адгезии версия 2. Модель Герца — 
Миндлина с учетом адгезии версия 2 (Hertz-Mindlin model with JKR Version 2) — 
уточненная модель, в которой рассчитывается дополнительная работа необхо-
димая для разрыва контакта между двумя частицами. 

   

Рис. 5. Иллюстрация принципа работы модели JKR V2 
 
Схема представлена на рис. 5. При сближении двух частиц α = δ <( 0n   

и = 0)F  сила равна нулю (от точки А до точки В). В точке B происходит физиче-

ский контакт, при этом нормальная сила сразу падает до значения = −
8
9 cF F  

(точка C). Здесь ≠ 0cF  — контактная сила отрыва, которая не равна нулю из-за 
наличия межмолекулярного взаимодействия (влияние сил Ван-дер-Ваальса). 
При дальнейшем нагружении нормальная сила движется из состояния C в D. 
Этап нагружения показан зелеными стрелками. На этапе восстановления (раз-
грузки) накопленная энергия преобразуется в кинетическую энергию, и части-
цы двигаются в противоположном направлении из состояния D в C. Однако  
в точке C частицы остаются прилипшими друг к другу, и требуется дополнитель-
ная работа (заштрихована), чтобы их разделить. Для того чтобы разорвать кон-
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такт, необходимо приложить дополнительную отрывающую силу cF  (точка E). 
После точки F контакта нет. Этап восстановления показан на рис. 5 красными 
стрелками. 

В данной модели наоборот очень важно задать контактный радиус частицы 
больше физического: >к ф .r r  Нормальную контактную силу в данной модели 
определяют по формуле 

= − πΓ
*

3 * 3/2
, *

4 8 ,
3n ij

EF a E a
R

 

где Γ = γ + γ − γ ,i j i j  — обобщенная поверхностная энергия; γ ,i j  — поверхност-
ная энергия границы раздела двух частиц. 

Если тела выполнены из одного и того же материала, поверхностная энер-
гия границы раздела равна нулю: γ =, 0.i j  Таким образом, обобщенная поверх-
ностная энергия становится равной Γ = γ2 .  Глубину проникновения частиц 
α = δn  и силу cF  находят по формулам 

πΓ
α = δ = −

= π Γ

2

* *

*

2 ;

3 .
2

n

c

a a
R E

F R
 

Традиционная модель трения качения. Трение качения в традиционной 
модели (Standard Rolling Friction) учитывается дополнительным моментом, 
прикладываемым к частице и определяемым по формуле 

= −µ ω· · · ,i r n i iT F R  

где µr  — коэффициент сопротивления качению; nF  — нормальная сила; iR  — 
расстояние от точки контакта до центра масс; ωi  — единичный вектор угловой 
скорости. 

Математические модели взаимодействия отдельных частиц позволяют мо-
делировать и верифицировать различные типы несвязанных грунтов. Для со-
здания математической модели грунтов, у которых связность =0 0,c  рекоменду-
ется использовать модель Герца — Миндлина. Для связанных и влажных грун-
тов рекомендуется использовать модели Герца — Миндлина с учетом адгезии 
(исходная и версия 2). При использовании уточненной модели необходимо до-
полнительное изучение влияния контактного радиуса на результаты моделиро-
вания. 

Существуют и другие модели взаимодействия, которые подробно рассмат-
ривать не будем в связи с малым их применением из-за большого количества 
числа варьируемых параметров, как в модели Эдинбурга с учетом упругопла-
стической адгезии.  
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Сравнительный анализ моделей. Для примера рассмотрим испытание на 
сдвиг. Исходные параметры математической модели приведены ниже: 

Плотность частицы ρ, кг/м3  ........................................................................................  2600 
Модуль сдвига частицы G, МПа ...................................................................................... 10 
Коэффициент Пуассона частицы ν  ............................................................................  0,25 
Радиус частицы R, мм ...........................................................................................................  3 
Коэффициенты взаимодействия частиц с частицами  ....  = µ = µ =0,5; 0,7; 0,1s re  

Коэффициенты взаимодействия частиц с геометрией  ...  = µ = µ =0,5; 0,5; 0,2s re  
Диаметр поршня D, мм ...................................................................................................  100 
Материал поршня и цилиндров ...............................................................................  Сталь 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Виртуальный стенд: 
а — расчетная схема; б — реализация в EDEM 

 

 

Рис. 7. Результаты моделирования 



 Р.Р. Пашковский 

10  Политехнический молодежный журнал. 2023. № 01 

Виртуальный стенд состоит из верхнего и нижнего цилиндров и поршня 
(рис. 6). 

Нижний цилиндр неподвижен, к верхнему цилиндру прикладывается сдви-
гающая сила xP  до тех пор, пока не произойдет срез грунта. Нормальная сила 

= 23,1zP  Н постоянна в течение эксперимента (соответствует давлению 
= 2,94p  кПа). Результаты моделирования показаны на рис. 7. Полученные за-

висимости позволяют качественно сравнить характер поведения частиц при 
использовании различных математических моделей.  

Как было сказано выше, модель Герца — Миндлина обеспечивает меньшее 
внутреннее трение. Получены следующие значения касательных напряжений  
в кПа: 

Модель Герца — Миндлина ...............................................................................  2,74 
Модель Герца — Миндлина с учетом адгезии  ..............................................  3,38 
Модель Герца — Миндлина с учетом адгезии (версия 2)  ..........................  3,03 
Модель Герца — Миндлина с учетом адгезии (версия 2), >к фr r   ............  2,36 

 
Заключение. Известно, что на тягово-сцепные и тягово-энергетические ха-

рактеристики автомобилей высокой проходимости влияет не только тип колес-
ного движителя, но и тип несвязанного грунта. Число типов грунта практически 
неограниченно, поэтому для их описания используют обобщенные параметры. 
Установлено, что наиболее полную картину о физико-механических свойствах 
грунтов дает испытание на установке трехосного сжатия. Тем не менее, нередко 
используют и другие методы такие, как штамповые испытания, испытания на 
сдвиг и т. д. 

Определено, что существующие математические модели взаимодействия 
отдельных частиц позволяют описывать несвязанные грунты с различными фи-
зико-механическими свойствами. Так, для описания, например, сухого песка,  
у которого =0 0,c  рекомендуется использовать математическую модель Герца — 
Миндлина. А для влажного песка, у которого ≠0 0,c  рекомендуется использо-
вать математическую модель Герца — Миндлина с учетом адгезии (исходная  
и версия 2). 

В результате проведенных виртуальных испытаний установлено, что модель 
Герца — Миндлина при прочих равных условиях обеспечивает наименьшее 
трение (касательные напряжения). При использовании модели Герца — Мин-
длина с учетом адгезии (версия 2) и контактного радиуса больше физического 
касательные напряжения уменьшаются на 22 %. Следовательно, используя дан-
ную модель, можно получить относительно небольшие касательные напряже-
ния при наличии связности. 
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Abstract Keywords 
The article presents different methods for testing  
unbound soil to determine its physico-mechanical pa-
rameters, which, together with the tire type, determine 
wheeled vehicle roadability, as well as grip and pull and 
energy efficiency characteristics. To describe the tire — 
road interaction, it is advisable to use the mathematical 
modeling methods. The use of the discrete element 
method makes it possible to describe the interaction of 
soil particles. The verified mathematical model of the 
soil can be used for further research in describing the 
interaction of the vehicle tire with the soil at the stage of 
academic research work. The existing mathematical 
models of the interaction of separate particles were 
compared. 
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