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Рассмотрена методика построения упругой харак-
теристики стержневой конструкции на всех ста-
диях процесса нелинейного деформирования. С по-
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упругие свойства материала, решена краевая задача 
для системы нелинейных дифференциальных урав-
нений, зависящих от параметра. В качестве метода 
решения нелинейной задачи выбран итерационный 
метод продолжения по параметру. Решение пред-
ставляет собой схему предиктор — корректор. 
Этап предиктора состоит в экстраполяции реше-
ния с помощью полиномов Лагранжа, а этап коррек-
ции представляет собой уточнение полученных 
экстраполяцией результатов с помощью модифи-
цированного метода Ньютона. Показано сравнение 
полученных результатов авторской программы  
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Введение. Предопределение возможного поведения гибких элементов  
в процессе их нелинейного деформирования является особенно важной задачей 
в тех случаях, когда в процессе эксплуатации работа всей машины будет зави-
сеть от того, как именно деформируется упругая деталь. Так, не допускается, 
чтобы вытесняющая мембрана ракеты в процессе работы изогнулась каким-
либо иным образом, кроме того, какой был задан ей конструкторами. В против-
ном случае может быть нарушена непрерывность или скорость подачи топлива, 
а это, в свою очередь, может привести к самым разным негативным последстви-
ям. О потребности в таких исследованиях поведения систем в закритической 
области можно прочитать в работах [1, 2]. 

Представим визуализацию процесса в трехмерном пространстве (рис. 1). По 
осям отложим нагрузку P  и прогиб v  в характерной точке, а также угол пово-
рота в характерной точке арки θ При симметричной потере устойчивости вся 
кривая равновесных состояний лежит в плоскости − ,P v  параметр θ остается 
нулевым. При несимметричной форме кривая уходит по углу θ (см. рис. 1), по-
лучает пространственную траекторию и после полного прохлопывания арки 
начинает сближаться с симметричным решением.  
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Рис. 1. Схематичное представление процесса ветвления упругой характеристики  

для актуальной расчетной схемы пр( nq  — проекции предельных точек  

упругих характеристик) 
 
В литературе для задач устойчивости вводятся понятия бифуркационных  

и предельных точек рабочей характеристики. Под предельной точкой понимают 
такую точку, для которой одна из величин (например, нагрузка) принимает мак-
симальное значение. Под бифуркационной точкой понимают такую, в которой 
возникает возможность различной дальнейшей реализации решения, однако  
в контексте выполняемой работы бифуркационную точку будем трактовать как 
проекцию предельной точки пространственной траектории на плоскость − .P v  

Представленная работа посвящена изучению взаимосвязи формы деформи-
рования стержня и положения бифуркационных и предельных точек упругих 
характеристик. Исследование основано на предположении о том, что в реаль-
ных конструкциях всегда присутствуют несовершенства, которые могут заста-
вить систему деформироваться тем или иным образом. Показано, что на основе 
полученных картин перестроек и исследовании поведения конструкции вокруг 
бифуркационной точки можно сделать вывод о том, как именно поведет себя 
система в процессе деформирования.  

Метод продолжения по параметру. Основной задачей, возникающей при 
численном анализе процесса деформирования гибкого стержня, является опре-
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деление рабочей характеристики, т. е. зависимости между перемещением харак-
терной точки элемента и изменением приложенной к нему нагрузки .P  Наибо-
лее часто в этом случае применяют метод продолжения по параметру, описан-
ный в [3]. Предположим, что в задаче имеется один параметр ,a  тогда систему 
уравнений можно записать в виде 

=( , ) 0.F x a  

Допустим, что нужно найти решения *
ix  при значениях < < <0 1 ... ,Na a a  

причем при = 0a a  задача решается тривиально или достаточно просто. Если *
0x  

может быть вычислено и модуль −1 0a a  мал, то есть основания полагать, что 
*
0 ,x  достаточно близко к *

1 ,x  чтобы быть подходящим начальным приближени-
ем для решения уравнения =1( , ) 0.F x a  Продолжая этот процесс, используем 
каждое найденное решение предыдущей задачи в качестве начального прибли-
жения для решения следующей задачи — так описывается этот метод в рабо- 
те [4]. Таким образом, метод продолжения решения по параметру позволяет 
получать достаточно хорошие начальные приближения. 

При анализе многопараметрических процессов деформирования гибких 
стержней семейство нелинейных краевых задач для систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений в обыкновенных или частных производных сводит-
ся к многопараметрическому семейству систем нелинейных разрешающих 
уравнений [5–7]:  

=(1) (2)( , ) 0.F X X  

В общем случае система порядка m  содержит m  неизвестных (1)
jX  

=( 1, 2, ..., ),j m  являющихся внутренними параметрами, характеризующими со-
стояние системы (или ее размерность), а также зависит от переменных величин 

=(2)  ( 1, 2, ..., ),jX j m  трактуемых как внешние или управляющие параметры, 
определяющие коразмерность задачи.  

Отметим, что решение сложной многопараметрической задачи можно  
свести к изучению последовательности однопараметрических задач, для кото-
рых дискретно изменяется какой-либо заранее выбранный из всего множества 
параметр. 

Метод сегментации. Заметим, что решаемую задачу недостаточно рассмот-
реть как простую двухточечную, поскольку в этом случае будет получена только 
симметричная форма прогиба арки. Для рассмотрения несимметричных форм 
деформирования необходимо разделить весь интервал интегрирования на два 
участка-сегмента. 

Точку разбиения совместим с точкой приложения сосредоточенной нагруз-
ки. Расширим начальный вектор неизвестных, включив в него компоненты  
в начале второго сегмента [5]: 
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= θ1 1 1 2 2 2 2 2 2 т
н н н н н н н н н{ , , , , , , , , } ,X U V M u v U V M  

где 1
нU  — горизонтальная составляющая результирующей внутренней силы  

в сечении стержня в начале первого сегмента; 1
нV  — вертикальная составляю-

щая результирующей внутренней силы в сечении стержня в начале первого сег-
мента; 1

нM  — внутренний момент в сечении стержня в начале первого сегмента; 
2
нu  — горизонтальное перемещение сечения стержня в начале второго сегмента; 
2
нv  — вертикальное перемещение сечения стержня в начале второго сегмента; 

θ2
н  — угол поворота сечения стержня в начале второго сегмента; 2

нU  — гори-
зонтальная составляющая результирующей внутренней силы в сечении стержня 
в начале второго сегмента; 2

нV  — вертикальная составляющая результирующей 

внутренней силы в сечении стержня в начале второго сегмента; 2
нM  — внутрен-

ний момент в сечении стержня в начале второго сегмента. 
Теперь в роли граничных условий будут выступать условия стыковки в ха-

рактерной точке — точке приложения сосредоточенной силы. Таким образом 
будет выполнено условие совместности перемещений теперь уже многоточеч-
ной краевой задачи, а также сохранено равновесие всех элементов конструкции.  

Метод смены управляющего параметра Валишвили. Следующей сложно-
стью, возникающей при решении краевой задачи итерационным методом про-
должения по параметру, служит то обстоятельство, что метод прекрасно себя 
показывает на устойчивой докритической части упругой характеристики. Одна-
ко в окрестности критической точки, в которой система, преодолевая энергети-
ческий барьер, скачком переходит к несмежной форме равновесия, решение 
начинает расходиться. Связано это с тем, что при подходе к особой точке мат-
рица Якоби может оказаться вырожденной. 

 

Рис. 2. Геометрическая интерпретация варианта Валишвили: 
∆λ  — шаг по текущему параметру продолжения; iX  — вектор неизвестных в i -й точке 
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Задачу прохождения критических точек подробно изучил Н.В. Валишвили  
в работе [8] и в дальнейшем применил свои исследования к реальным зада- 
чам [9]. Предложенный им метод смены управляющего параметра заключается 
в том, что при подходе к окрестности критической точки нужно «перескочить» 
с одного управляющего параметра, например, силы, на другой — параметр из-
менения прогиба в центре арки, для которого в этой области критической точки 
не существует. Для выбора параметра продолжения на новом шаге выясняют, 
какая компонента получила наибольшее приращение на предыдущем шаге. Ме-
тод смены управляющего параметра получил развитие в работах [10, 11]. Гео-
метрическая интерпретация метода Валишвили представлена на рис. 2. 

Расчетная схема. Рассматриваемая стержневая система представлена на рис. 3.  

 

Рис. 3. Расчетная схема: 
s — независимая Лагранжева координата; k — жесткость спиральной пружины, Н ⋅ мм) 

 
Геометрические и механические характеристики системы указаны ниже:  

Материал  ...................................................................  Низкоуглеродистая сталь 
Размер основания a, мм  ................................................................................  30,75 
Радиус кривизны R, мм  ......................................................................................  85 
Высота стержня h, мм  ......................................................................................  0,15 
Ширина стержня b, мм  .......................................................................................  10 
Модуль упругости E, Мпа  ........................................................................  2,1 ⋅ 105 
Коэффициент Пуассона µ  ..............................................................................  0,25 

 
Размеры стержня выбирают таким образом, чтобы не допустить изгиба  

в плоскости, перпендикулярной плоскости XY. 
Результаты расчета. При решении поставленной задачи будем отталкивать-

ся от предположения о том, что в реальных системах могут присутствовать те 
или иные факторы, способные повлиять на форму деформирования конструк-
ции. В качестве таких факторов выберем: а) влияние способа закрепления,  



 С.В. Друзяк 

6  Политехнический молодежный журнал. 2022. № 10 

б) наличие эксцентриситета при приложении силы. Рассмотрим каждый из 
факторов по отдельности. При этом каждый раз при получении несимметрич-
ной деформации будем повторять расчет, заставляя систему деформироваться 
симметрично (этого можно достичь, запретив поворот срединного сегмента 
стержня). И наоборот, если система сама по себе будет деформироваться сим-
метрично, добьемся того, чтобы она непременно деформировалась асиммет-
рично. Сравнивая упругие характеристики для «натуральной» и «вынужденной» 
формы деформирования, можно сделать выводы о преимуществе той или иной 
формы по взаимоположению предельных и особых точек этих упругих характе-
ристик. 

Влияние жесткости конструкции на форму потери устойчивости. Оценим, 
как жесткость системы влияет на ее способность деформироваться тем или 
иным образом. Построим графики, на которых изображена форма прогиба 
стержня при различных значениях жесткости спиральной пружины. Случаю 
нулевой жесткости при этом будет соответствовать неподвижное шарнирное 
закрепление. При значительном увеличении жесткости мы получим арку, жест-
ко защемленную по обоим краям. Значения жесткости, полученные между эти-
ми крайними положениями, дадут нам систему промежуточной жесткости. Для 
наглядности на рис. 4–6 показаны как устойчивые, так и неустойчивые равно-
весные состояния.  

На рис. 6 изображены случаи деформирования при различных значениях 
жесткости k. 

 

а 

 

б 

Рис. 4. Изменение формы деформированного стержня при неподвижном  
шарнирном закреплении: 

а — схема деформирования; б — зависимость прогиба в характерной точке арки  
от прикладываемой силы 
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а 

 

б 

Рис. 5. Изменение формы деформированного стержня, жестко защемленного  
по краям: 

а — схема деформирования; б — зависимость прогиба в характерной точке арки  
от прикладываемой силы 

 

  

а б 

  

в г 
Рис. 6. Изменение формы деформированного стержня для системы  

промежуточной жесткости: 
а — схема деформирования; б–г — зависимость прогиба в характерной точке арки  

от прикладываемой силы. (б — = ⋅100 Н мм;k  в — = ⋅500 Н мм;k  г — = ⋅1000 Н мм)k  
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При анализе полученных результатов становится понятно, что для более по-
датливой системы характерны более сложные формы деформирования. Увели-
чение жесткости спиральной пружины (и, как следствие, увеличение жесткости 
всей системы) сглаживает несимметричную форму прогиба, постепенно приво-
дя ее к симметричной форме (эта способность, конечно, зависит от величины 
несовершенств в системе). 

Влияние различной жесткости закрепления. Предположим, что жесткость 
закрепления спиральных пружин на левом и правом краю стержня неодинако-
ва. При этом будем считать, что нагрузка прикладывается без эксцентриситета, 
другие возможные несовершенства также отсутствуют. Расчетная схема пред-
ставлена на рис. 7. 

 

Рис. 7. Расчетная схема для задачи с различной жесткостью левой  
и правой спиральных пружин 

 
Безразмерные жесткости для левого и правого торца соответственно равны 
= ⋅1 50 Н мм,k  = ⋅2 60 Н мм.k  По результатам расчета построим на одном гра-

фике (рис. 8) две упругие характеристики и сравним их. 

 

Рис. 8. Упругие характеристики для задачи с различной жесткостью  
левой и правой спиральных пружин 
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На рис. 8 видно, что предельная точка для случая асимметричного дефор-
мирования расположена ниже предельной точки для системы, заставленной 
деформироваться симметрично, а значит, при деформировании стержня косая 
симметрия имеет преимущество перед прямой симметрией. 

Влияние эксцентриситета приложения нагрузки. Теперь рассмотрим 
наиболее очевидную причину, по которой стержень может начать деформиро-
ваться несимметрично, — наличие эксцентриситета. закрепление одинаково для 
левого и правого торца, другие возможные несовершенства также отсутствуют. 
расчетная схема представлена на рис. 9. 

 

Рис. 9. Расчетная схема для задачи, в которой нагрузка прикладывается  
к системе с эксцентриситетом = 0,15 мм;e  = ⋅150 Н ммk  

 

Рис. 10. Упругие характеристики для задачи, в которой нагрузка прикладывается  
к системе с эксцентриситетом = 0,15 мм;e  = ⋅150 Н ммk  

 
Оценим положение критических точек на рис. 10. Критическая точка, соот-

ветствующая асимметричному случаю деформирования, оказывается ниже кри-
тической точки, которая соответствует случаю симметричной деформации. Это 
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говорит о том, что при наличии эксцентриситета в системе однозначно будет 
реализовываться асимметричное деформирование. 

Проверка симметричной формы деформирования. Для достижения по-
ставленной задачи необходимо изолировать простейшую форму деформирова-
ния арки, добавив в систему дополнительное закрепление (рис. 11). В качестве 
закрепления предположим пружину, работающую на сжатие жесткости c, Н/мм. 
Рассмотрим новую схему для жестко защемленного гибкого стержня, изобра-
женную на рис. 11. Полученные в результате расчета упругие характеристики 
представлены на рис. 12, 13. 

 

Рис. 11. Расчетная схема для задачи с введением дополнительного закрепления  
для получения асимметричной формы прогиба, с = 50 Н/мм 

 

 

а 

 

б 

Рис. 12. Упругие характеристики для задачи с введением дополнительного  
закрепления для получения асимметричной формы прогиба, с = 50 Н/мм: 

а — общий вид; б — общий вид (увеличено) 
 
Полученный результат подтверждает выдвинутую нами гипотезу. Добавле-

ние в систему пружины с собственной жесткостью позволяет наложить на кон-
струкцию дополнительную связь и изолировать симметричную форму дефор-
мирования, таким образом заставив гибкий стержень деформироваться асим-
метрично. Вместе с этим картина была ожидаемой: предельная точка упругой 
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характеристики, соответствующей дозакрепленной конструкции оказалась вы-
ше предельной точки для исходной упругой характеристики, полученной при 
симметричной форме деформирования. Это означает, что в реальности при 
симметричной нагрузке и закреплении системе также предопределено дефор-
мироваться симметрично. 

 

Рис. 13. Упругие характе-
ристики для задачи с вве-
дением дополнительного 
закрепления для получения 
асимметричной формы про-
гиба, детальное изображе-
ние, с = 50 Н/мм 

 
Решение задачи в конечно-элементном комплексе ANSYS. Для проверки 

результатов задача также была решена методом конечных элементов в про-
граммном комплексе ANSYS APDL. При создании конечно-элементной модели 
стержня использовали балочный элемент BEAM 188. Для создания спиральных 
пружин применяли элемент COMBIN 14 с настройками для Torsion Spring.  

 

а 

 

б 

Рис. 14. Решение задачи в ANSYS Mechanical APDL: 
a — расчетная схема; б — сравнение рабочих характеристик авторской программы  

и ANSYS при жесткости пружин k = 150 Н ⋅ мм 
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Для получения результатов решения нелинейной задачи в модуле решения 
была указана опция учета больших прогибов. Для увеличения продуктивности  
и уменьшения времени решения задачи можно воспользоваться встроенным 
методом длины дуги (arc-length method). Расчетная схема, а также диаграмма со 
сравнением результатов расчета представлены на рис. 14. 

Заключение. В результате работы была написана прикладная программа, 
позволяющая численно моделировать поведение гибкой арки при различных 
способах закрепления и нагружения. Построены картины перестроек и уста-
новлена связь между формой потери устойчивости системы и взаимоположени-
ем критических точек упругих характеристик. Выполнена проверка полученных 
результатов с помощью конечно-элементного пакета ANSYS Mechanical APDL. 
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Abstract Keywords 
The method of constructing the elastic characteristic of 
a rod structure at all stages of the nonlinear defor-
mation process is considered. Using a rod model reflect-
ing the linear-elastic properties of the material, the 
boundary value problem for the system of nonlinear 
differential equations depending on the parameter is 
solved. The iterative method of continuation over the 
parameter is chosen as the method for solving the non-
linear problem. The solution is a predictor-corrector 
scheme. The predictor stage consists in extrapolation of 
the solution by means of the Lagrange polynomials and 
the corrector stage is the specification of the results 
obtained by extrapolation by means of the modified 
Newton method. The comparison of the results obtained 
by the author's program with the results of solving the 
problem in the ANSYS Mechanical APDL finite-element 
complex is shown. 
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