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Аннотация Ключевые слова 
Статья посвящена исследованию математической 
модели движения автомашин на регулируемом пере-
крестке. Математическая модель необходима для 
улучшения регулирования транспортного потока и 
повышения пропускной способности перекрестка. 
Для моделирования движения на перекрестке с че-
тырьмя полосами движения выбрана и реализована в 
системе MATLAB математическая модель, в кото-
рой движение автомашин моделируется с помощью 
марковских цепей с непрерывным временем. Проведе-
но несколько замеров на перекрестках в Москве и 
Екатеринбурге и получены значения средней длины 
очереди на регулируемых перекрестках. Представлен 
анализ полученных результатов, выполнено сравне-
ние математической модели с полученными экспе-
риментальными данными, вычислено среднеквадра-
тичное отклонение между реальными данными и 
результатами математического моделирования. 
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Введение. Эффективная организация движения автотранспорта на регулируе-
мом перекрестке, т. е. на перекрестке со светофорами или регулировщиками, — 
одна из актуальнейших проблем современной транспортной системы. В насто-
ящее время детально разработано описание движения как отдельной автома-
шины, так и потока автотранспорта в целом [1]. Однако выбор компактной ма-
тематической модели движения транспорта на перекрестке остается актуальной 
задачей при расчете параметров работы светофора. 

В Российской Федерации наиболее часто применяют однопрограммное регу-
лирование светофорной сигнализацией [2], когда параметры работы светофора 
на перекрестке рассчитывают для пикового периода и поддерживают неизмен-
ными в течение суток. Это может приводить к неоптимальной организации дви-
жения не в час пик. Для повышения пропускной способности перекрестков с по-
мощью динамического управления сигналами светофора предназначена система 
«Умный светофор» [3], активное использование которой в Москве началось в 
конце прошлого десятилетия. Система способна предсказывать транспортную 
ситуацию на 15–30 минут вперед и заранее вырабатывать эффективный план 
управления трафиком. В настоящий момент аналогичные системы повсеместно 
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внедряются в таких странах, как США, Великобритания, Дания и др. Для реали-
зации подобной системы необходима математическая модель, которая наиболее 
приближена к реальной ситуации на дороге и учитывает интенсивность входного 
потока в определенный момент времени. Цель данной статьи — исследование 
математической модели и ее сравнение с реальными данными, полученными на 
перекрестках Москвы и Екатеринбурга. 

Математическая модель регулируемого перекрестка. Исследуем описанную в 
статьях [4, 5] математическую модель, в которой движение автомашин на пере-
крестке моделируется с помощью марковских цепей. Воспользуемся моделью с не-
прерывным временем и сравним данные, полученные на реальных перекрестках и с 
помощью математической модели. Для определения интенсивности входного по-
тока используем подход, аналогичный описанному в работе [6], где высчитывается 
длина очереди на перекрестках Индии и предлагаются решения для снижения ин-
тенсивности входного потока. Отметим, что существуют другие подходы и модели, 
например модель на основе марковских цепей с дискретным временем [7].  

Стохастический процесс (процесс, поведение которого не является детер-
минированным) обладает марковским свойством, если условное распределение 
вероятностей будущих состояний процесса зависит только от нынешнего состо-
яния, а не от последовательности событий, которые предшествовали этому. 
Процесс, обладающий этим свойством, называют марковским процессом. В по-
строении математической модели примéним марковские процессы и примем 
допущение, что выбору подлежит лишь режим переключения светофора (время 
отображения зеленого и красного сигналов), который считается постоянным на 
достаточно большом промежутке времени. 

Рассмотрим более подробно систему массового обслуживания S  (СМО), опи-
сывающую проезд в одну сторону. Обслуживанием будем считать проезд автома-
шины перекрестка, более точно — пересечение стоп-линии и освобождение места 
для проезда следующей автомашины. Для расчета характеристик системы при 
движении автомашин в одну сторону по одной полосе можно применять однока-
нальную модель системы массового обслуживания с ограниченной очередью.  

Пусть T  — продолжительность цикла светофора (период функции ( )tµ ), 
g  — продолжительность зеленой фазы. Интенсивность обслуживания ( )tµ  

можно задать периодической функцией 
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разрешающем сигнале светофора (сколько в среднем автомашин может про-
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ехать перекресток в данном направлении за 1 с при включенном разрешающем 
сигнале); t  — время, с. 

В качестве среднего времени обслуживания θ  было выбрано среднее коли-
чество автомашин, пересекающих перекресток в данном направлении за едини-
цу времени для случая, когда автомашин следуют одна за другой. Тогда интен-
сивность обслуживания 1  −µ =θ . 

Построим математическую модель движения на перекрестке, считая, что он 
образован пересечением двух однополосных дорог (встречное движение не учи-
тывается). Рассмотрим подробно, как происходит изменение состояния систе-
мы на одной из пересекающихся дорог. 

Основными параметрами описанной системы являются: T — длина полного 
цикла светофора; λ — интенсивность входного потока (авт/с); 0µ  — интенсив-

ность потока обслуживания в «зеленой» фазе (авт/с); 0Q  — максимальная длина 
очереди; n  — количество автомашин в очереди. 

Рассматриваемая СМО (рис. 1) может находиться в следующих состояниях: 

0S  — отсутствие автомашин в данном направлении непосредственно перед 

стоп-линией; 1S  — одна автомашина совершает проезд; 2S  — одна автомашина 

совершает проезд перекрестка и одна находится перед ним и т. д.; nS  — все ме-
ста в очереди заняты, т. е. участок дороги от предыдущего до рассматриваемого 
перекрестка (квартал в городских условиях) заполнен автомашинами. 

 

 
Рис. 1. Граф состояний системы 

Через ( )ip t  обозначена вероятность того, что в момент времени t система 

находится в состоянии iS . Естественно, выполняется условие нормировки: 

 0 1 1( ) ( ) .( ) 1np p pt t t++ +…+ =  (2) 

В соответствии с теорией марковских цепей с непрерывным временем, 
необходимо составить дифференциальные уравнения Колмогорова: 
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Далее через ( )q t  обозначается ( )2n+ -мерный вектор вероятностей состоя-
ний в момент времени t. Систему (3) можно записать как  

 ( )λ ( ) ,q A t B q= +µ  (4) 

где ( )tµ  определяется равенством (1), матрицы A  и B  размерности 
( 2) ( 2)n n+ × +  в системе (4) имеют вид соответственно 
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Система дифференциальных уравнений (3) с условием нормировки (2) од-
нозначно определяет вероятности состояний системы, если известно начальное 
распределение вероятностей: 

 0 1(0) (     ).nq p p p= …  (6) 

Система дифференциальных уравнений (3) может быть решена, например, с 
помощью пакета MATLAB. В MATLAB предусмотрены встроенные функции 
для решения дифференциальных уравнений с разными начальными условиями, 
например ode45, ode23; также MATLAB решает матричные уравнения, не вы-
числяя инверсию матрицы, что делает MATLAB удобным и точным инструмен-
том для решения данной задачи [8]. В программной реализации зададим матри-
цы A и B, где количество состояний системы определяет количество строк и 
столбцов (в рассматриваемом случае — семь). В начальном распределении ве-
роятностей (6) зададим 0p = 1, остальные вероятности примем равными нулю.  
С помощью функции ode23 решим дифференциальные уравнения; равенство (4), 
время моделирования и начальное распределение вероятностей являются аргу-
ментами данной функции. Программная реализация модели в MATLAB пред-
ставлена на Github [9]. 

Выполним моделирование длины очереди в соответствие с практическими 
данными, полученными на реальных перекрестках в Москве и Екатеринбурге, и 
сравним полученные результаты с представленной теоретической моделью.  

Получение практических данных. В Москве на протяжении трех дней (27–
29 апреля 2021 г.) измеряли длину очереди автомашин на пересечении улиц 5-я 
Парковая и Первомайская с 14:00 до 15:00 (рис. 2). Основная дорога имела че-
тыре полосы движения, измерения проводили на двухполосной второстепенной 
дороге, при этом долю потока в 75 % наблюдали на основной дороге. Длину 
очереди на второстепенной дороге измеряли вручную до последней секунды 
красного сигнала светофора в соответствии с рекомендациями [10]. 
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Длина очереди на перекрестке не превышала пропускную способность пере-
крестного движения и, следовательно, не препятствовала движению автомашин 
на перекрестке. 

 

 
Рис. 2. Изображение перекрестка в г. Москве на карте 2ГИС 

Длина полного цикла светофора на перекрестке T = 94 с, длительность «зе-
леной» фазы g = 55 с. Поток автотранспорта на второстепенной дороге сильный, 
однако времени «зеленой» фазы достаточно для того, чтобы весь автотранспорт 
за время g проехал. Интенсивность входного потока λ = 0,31 авт/с, интенсив-
ность выходного потока 0  µ = 0,6 авт/с. 

К концу «зеленой» фазы очереди на второстепенной дороге не оставалось, 
значение ( ) 0.Q t =  Интенсивность входного потока постоянно менялась, сред-
нее время проезда перекрестка составляло 4 с. Длительность «зеленой» и «крас-
ной» фаз за наблюдаемый период не изменялась и позволяла не скапливаться 
длинной очереди на подъезде к перекрестку. 

 

 
Рис. 3. Средняя длина очереди в первый день в г. Москве 
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Рис. 4. Средняя длина очереди во второй день в г. Москве 

 

 
Рис. 5. Средняя длина очереди в третий день в г. Москве 

На рис. 3–5 представлены графики, которые показывают реальную длину 
очереди на перекрестке в Москве.  

Различия между ними и теоретической моделью, представленной в виде 
графика на рис. 6, выражаются в том, что интенсивность реального входного 
потока изменяется произвольным образом и в случайный момент времени на 
перекрестке появляется каждый раз разное количество автомашин [11]. При 
этом для теоретической модели были выбраны входные данные: начальное рас-
пределение вероятностей, длительность «зеленой» фазы светофора, время цикла 
светофора, интенсивность входного и выходного потоков. 

В городе Екатеринбург был выбран перекресток равнозначных дорог, каж-
дая из которых имеет по две полосы движения. По полосе, на которой проводи-
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ли измерения, доля потока автомашин составляла порядка 47 % общего потока 
автомашин на перекрестке. Длину очереди измеряли 17 июня 2021 г. с 8:20 до 
9:20 на пересечении улиц Учителей и Июльская (рис. 7). Длину очереди реги-
стрировали до последней секунды «красной» фазы для полосы движения, на 
которой делали замеры. 

 

 
Рис. 6. Средняя длина очереди на второстепенной дороге в г. Москве  

в соответствии с теоретической моделью 

 

 
Рис. 7. Изображение перекрестка в г. Екатеринбурге на карте 2ГИС 

Длина полного цикла светофора на перекрестке T = 70 с, длительность «зе-
леной» фазы g = 35 с. Интенсивность входного потока λ = 0,4 авт/с, интенсив-
ность выходного потока 0  µ = 0,2 авт/с. На рис. 8 представлен график, который 
показывает реальную длину очереди на перекрестке в Екатеринбурге. 

В 8:20 на данном перекрестке присутствует высокая интенсивность входного 
потока, наблюдалось нередкое нарушение правил дорожного движения (ПДД): 
проезд на красный свет, выстраивание автотранспорта в две очереди (одна 
только для поворота налево) и т. д. На рис. 9 показана теоретическая модель на 
основе аналогичных входных данных. 
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Рис. 8. Средняя длина очереди на перекрестке в г. Екатеринбурге 

 
Рис. 9. Средняя длина очереди перекрестка в г. Екатеринбурге  

в соответствии с теоретической моделью 

Сравнение результатов. Оценим расхождение практических результатов и 
теоретической модели с помощью величины σ  — среднеквадратичного откло-
нения, которое определяет, на сколько в среднем отклоняются конкретные из-
мерения от их среднего значения: 

 
2

1
( )

  ,
n

ii
x x

n
=

−
σ = ∑   

где ix  — разность между количеством машин на перекрестке в данный момент и 
количеством машин в соответствии с теоретической моделью за время i-го цикла 
(авт); x  — среднее арифметическое всех ix  (авт);  n  — количество циклов. 
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При измерении на реальных перекрестках количество циклов было принято 
равным 21. 

Результаты сравнения теоретической модели и практических данных, вы-
числено среднее арифметическое и среднеквадратичное отклонение результатов 
каждого из дней измерений. приведены в таблице. 
 

Значения показателей сравнения теоретической модели и результатов измерений 

Параметр 
Москва 

Екатеринбург 
День 1 День 2 День 3 

σ  5,509 3,689 7,009 9,914 
x  3,185 3,031 3,793 3,544 

 
В Москве характер дорожного движения более равномерный и в большей 

степени соответствует математической модели. В соответствии с математиче-
ской моделью в Екатеринбурге перед перекрестком постоянно присутствует 
очередь как минимум из 10 автомашин. Текущие настройки перекрестка в Ека-
теринбурге не рассчитаны на высокую интенсивность входного потока, что го-
ворит о недостаточно эффективной организации движения на перекрестке. 
Практические данные показывают, что участники дорожного движения стре-
мятся быстрее проехать перекресток, при этом иногда нарушая ПДД. Указанные 
причины объясняют большее отклонение практических данных на перекрестке 
в Екатеринбурге от данных математической модели. Кроме того, использован-
ная математическая модель накладывает ограничение на количество состояний 
и фиксированное значение входного потока, что неизбежно приводит к разли-
чиям с практическими данными.  

Заключение. В работе исследована математическая модель, описывающая 
проезд автомашин через регулируемый перекресток. Приведены соотношения 
для нахождения стационарного периодического режима работы системы для 
вычисления средней длины очереди по входным параметрам. Модель, описы-
вающая изменение интенсивности проезда в зависимости от времени с момента 
включения зеленого сигнала, реализована в системе MATLAB. Проведены экс-
периментальные исследования на реальных перекрестках, сравнение получен-
ных данных с данными математической модели, реализованной в MATLAB, и 
анализ результатов. Анализ показал, что исследованная математическая модель 
с хорошей точностью отражает характер движения на перекрестке при условии 
грамотной организации движения и соблюдения участниками движения ПДД.  
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mathematical model is needed to improve the regulation 
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