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Аннотация Ключевые слова 
На фоне распространения коронавирусной инфекции 
вводятся различные меры контроля для предотвраще-
ния ее дальнейшего распространения. Крайне важно 
оценить действие подобных мер на динамику эпиде-
мии. В приведенной работе рассмотрены компарт-
ментные модели, применяемые в математической 
эпидемиологии для описания динамики эпидемий, рас-
ширенные для описания мер контроля в виде вакцина-
ции и изоляции на примере заболевания корью. По-
ставлена задача оптимального управления режимами 
вакцинации и изоляции. Получено численное решение 
задачи при различных значениях весового коэффици-
ента и порога управляющего воздействия для оценки 
их влияния на эффективность мер контроля. Получе-
на близкая к линейной зависимость эффективности 
мер контроля от порога управляющего воздействия.  
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Введение. В декабре 2019 г. в Ухани произошла вспышка атипичной пневмонии, 
которая была отнесена к новому коронавирусу зоонозного происхождения, вы-
зывающему тяжелый острый респираторный синдром SARS — CoV-2 [1]. Бо-
лезнь распространилась в более чем 100 странах мира. По состоянию на 16 июня 
2020 г. во всем мире было зарегистрировано в общей сложности 8 044 683 слу-
чая COVID-19, при этом 437 131 человек умерли, а общий коэффициент леталь-
ности составил 5,43 % [2]. Для предотвращения распространения болезни был 
принят ряд мер, целые города были помещены на карантин. Эти меры контроля 
привели к значительному нарушению социальной и экономической структуры 
во всем мире [3]. Таким образом, крайне важно оценить воздействие сбаланси-
рованных мер контроля на динамику эпидемии. 

Эпидемия COVID-19 радикально трансформировала отношение к задачам ма-
тематической эпидемиологии [4], связав их решение с глобальными проблемами 
экономики и социальной динамики. Детально разработанные и ставшие классиче-
скими компартментные модели, традиционно применяемые в математической 
эпидемиологии, наряду с динамикой заболеваемости вполне адекватно описывают 
также и эффект общепринятых мер эпидемического контроля — вакцинации, ка-
рантина, изоляции, профилактики. Так, в работе [5] рассмотрена модель изоляции 
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с учетом ограниченности доступных ресурсов, а в работе [6] представлена динами-
ческая модификация условия для учета ограничения общей емкости изоляции.  

Ограничения временны́х и экономических ресурсов в условиях эпидемиче-
ской ситуации определяют не только целесообразность, но и необходимость 
использования теории оптимального управления, предоставляющей рацио-
нальное обоснование для планирования и выбора наилучших (по вполне опре-
деленным принятым критериям) стратегий противодействия эпидемии. Из-
вестно применение методов теории оптимального управления для планирова-
ния эффективных мер борьбы с детскими инфекционными заболеваниями, 
ВИЧ/СПИД, туберкулезом, гриппом [7]. 

Сложившаяся ситуация с SARS — CoV-2 придала новое значение проблемам 
эпидемиологии. В данной работе выполнено численное решение задачи оптималь-
ного управления для режимов вакцинации и изоляции с использованием хорошо 
изученных данных по заболеванию корью. Расчет проведен при различных значе-
ниях порога управляющего воздействия для оценки его влияния на эффективность 
мер контроля. 

Модель вакцинации. Модель SEIR (Susceptible, Exposed (but not infectious) Infec-
tious and Recovered — восприимчивый, подверженный воздействию (но не зараз-
ный), заразный и выздоровевший) — это эпидемиологическая компартментная 
модель, используемая для прогнозирования динамики инфекционного заболева-
ния. К основным допущениям классической компартментной модели относят [8]: 

– инфицированные и восприимчивые популяции смешаны однородно; 
– заражение может произойти только один раз; 
– число контактов в единицу времени постоянно; 
– индивидуальные различия в популяции не учитываются;  
– вероятность заражения индивидов усреднена по популяции. 
В эпидемиологической литературе термин «компартмент» обычно относит-

ся к разделению гетерогенной популяции на несколько однородных групп по 
признакам взаимодействия с инфекционными агентами. Так, в модели SEIR вы-
деляют следующие группы: 

S(t) — численность группы индивидов, восприимчивых к инфекции;  
E(t) — численность группы бессимптомных индивидов; 
I(t) — численность группы зараженных индивидов; 
R(t) — численность группы восстановленных индивидов, приобретших 

иммунитет к данному заболеванию. 
Кинетический граф модели SEIR с вакцинацией представлен на рис. 1. 

 

Рис. 1. Кинетический граф модели SEIR с вакцинацией [9] 
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Динамика заболеваемости в SEIR модели с вакцинацией (см. рис. 1) задается 
системой обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ): 

 

;

;

;

;

dS N SI uS S
dt
dE SI E E
dt
dI E rI I
dt
dR rI uS R
dt

 = ζ −β − −µ


= β − γ −µ

 = γ − −µ

 = + −µ

 (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).N t S t E t I t R t= + + +   

Параметры модели SEIR. Параметры модели описывают скорости перехода 
между выделенными группами: 

β — скорость инфицирования; 
γ — частота развития симптомов; 
r — скорость выздоровления; 
ζ — коэффициент рождаемости; 
μ — коэффициент естественной смертности; 
u — скорость вакцинации. 
В рассматриваемом варианте модели SEIR предполагается, что популяция на 

временном интервале развития эпидемии сбалансирована по общей численно-
сти — естественная смертность уравновешивается рождаемостью, N = const.  

Цель вакцинации — выроботка активного специфичного иммунного ответа 
организма на возбудителя заболевания. Вакцинированные индивиды из группы 
восприимчмвых S приобретают иммунитет и переходят в группу восстановлен- 
ных R. Классическая модель SEIR расширяется добавлением управления — 
скорости вакцинации u (см. рис. 1). 

Снижение эффективности вакцинации связано с неидеальностью вакцин, 
ограниченным сроком хранения препаратов, а также наличием в популяции инди-
видов, предпочитающих не вакцинироваться по немедицинским причинам [10]. 

Оптимальное управление режимом вакцинации. С учетом затрат на внед-
рение средств противоэпидемического контроля при ограниченности ресурсов 
необходим компромисс между снижением общего числа инфицированных и 
расходами на реализацию мер противоэпидемического контроля. Необходи-
мость такого выбора приводит к постановке задачи оптимального управления 
режимом вакцинации.  

Для решения задачи оптимального управления режимом вакцинации ис-
пользовалась модель SEIR, описываемая системой ОДУ (1). В качестве примера 
для численных оценок взяты доступные в литературе параметры, характеризу-
ющие такое заболевание, как корь [4]: 

 10,02 год ;−ζ = µ =  (2) 
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 1 9,49 сут;−γ =  (3) 

 1 3,65 сут;r− =  (4) 

 10,0018 год .−β =  (5) 

Существует ограничение управления, накладываемое на скорость вакцина-
ции u. Ограничение такого рода связано с предельно доступной максимальной 
пропускной способностью пунктов вакцинации:  

 lim0 ,u U≤ ≤   

где u — скорость вакцинации, имеющая смысл декремента относительного 
уменьшения числа восприимчивых индивидов; Ulim — пороговое значение.  

В качестве критерия оптимальности выбран функционал, использованный в 
работе [7]: 

 2
2

0 lim0 0

1 1( ) ( ) min,
T T

u
J I t dt u t dt

TN TU
= + λ →∫ ∫  (6) 

где T — моделируемый интервал времени; N0 — начальный размер популяции;  
λ — весовой коэффициент. 

Первое слагаемое функционала соответствует общему количеству инфици-
рованных индивидов. Второе слагаемое соответствует количеству доз вакцин. 
Функционал нормирован на общую численность популяции, максимальную 
скорость вакцинации и интервал времени. Отметим, что управление в функци-
онале (6) присутствует в виде квадратичного члена [7].  

Результаты численного решения задачи оптимального управления вак-
цинацией. Численное решение задачи оптимального управления осуществляли 
с помощью пакета ICLOCS2 — свободно распространяемого программного 
продукта с открытым исходным кодом [11]. 

Моделирование проводили на интервале времени Т = 50 сут с начальной 
численностью групп: N = 10 000; S = 9 000; E = 0; I = 1 000; R = 0.  

Применяли различные значения весового коэффициента λ и порога 
управляющего воздействия Ulim с целью оценки влияния этих параметров на 
эффективность вакцинации. Под эффективностью здесь понимается относи-
тельное уменьшение максимальной численности инфицированных при вакци-
нации группы восприимчивых: 

 
max

0 opt
max max

0
max

,va
I

I I
I
−

∆ =  (7) 

где 0
maxI  — максимальная численность инфицированных без режима вакцина-

ции; opt
maxI  — максимальная численность инфицированных с режимом опти-

мального управления скоростью вакцинации. 
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Затраты, требуемые для достижения пороговой скорости, выражены в виде 
максимального суточного объема вакцинации va

S∆  как относительное умень-
шение числа восприимчивых за первые сутки при наличии единственного кана-
ла перехода из группы S — вакцинации [12]: 

 0 1

0

( )
,va

S
S S t

S
−

∆ =  (8) 

где S0 — численность группы S в начальный момент времени; t1 = 1 сут; S(t1) — 
численность группы S спустя сутки при условии максимальной скорости вакци-
нации и отсутствии болезни.  

По результатам моделирования, представленным в табл. 1, 2, видно, что 
уменьшение порога и увеличение весового коэффициента приводит к уменьше-
нию эффективности вакцинации. Зависимость эффективности вакцинации от 
пороговой скорости для различных весовых коэффициентов близка к линейной 
(рис. 2). При низком значении весового коэффициента кривые слабо отличают-
ся друг от друга (на рисунке не приведено). 

 
Таблица 1 

Влияние пороговой скорости на эффективность вакцинации при λ = 0,010 

Пороговая скорость  
вакцинации, Ulim 

Максимальный суточный объем 

вакцинаций, ,va
S∆  % 

Эффективность вакцинации, 

max
,va

I∆  % 

1,000 63,2 30,55 
0,500 39,3 18,28 
0,100 9,5 4,17 
0,050 4,9 2,06 
0,010 1,0 0,25 
0,005 0,5 0,08 
0,001 0,1 0,01 

 
Таблица 2 

Влияние пороговой скорости на эффективность вакцинации при λ = 1,000 

Пороговая скорость  
вакцинации, Ulim 

Максимальный суточный объем 
вакцинаций ,va

S∆  % 

Эффективность вакцинации, 

max
,va

I∆  % 

1,000 63,2 18,6 
0,500 39,3 6,41 
0,100 9,5 0,30 
0,050 4,9 0,08 
0,010 1,0 0,01 
0,005 0,5 0 
0,001 0,1 0 
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Рис. 2. Зависимость эффективности вакцинации от пороговой скорости: 

1 — λ = 0,001; 2 — λ = 1,000 
 

Модель изоляции. Карантин и изоляция больных, являющихся переносчи-
ками инфекции, являются критически важной стратегией, которая может сдер-
живать эпидемические вспышки, эффективно снижая частоту контактов между 
инфицированными (группа I) и восприимчивыми (группа S). При условии от-
сутствия вакцины карантин и изоляция — основная стратегия контроля [7].  

Изоляции подвергаются инфици-
рованные индивиды с выраженными 
симптомами (группа I), карантин при-
меняется к лицам, которые вступили в 
контакт с инфекционным индивидуу-
мом и могут быть инфицированы, а 
могут и не быть инфицированы. При 
моделировании изоляции необходимо 
добавить к классической модели SIR 
новую группу L (изоляция) — рис. 3. 

Динамика численностей групп в модели SILR (см. рис. 3) описывается си-
стемой ОДУ: 

 
2

1

2 1

;

;

;

.

dS N SI S
dt
dI SI I r I I
dt
dL I r L L
dt
dR r I r L R
dt

 = ζ −β −µ

 = β −σ − −µ


 = σ − −µ



= + −µ


 (9) 

 
Рис. 3. Кинетический граф  

модели изоляции 
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Модель SILR помимо параметров (2)–(5) содержат параметр σ — скорость 
изоляции. Поскольку изолированные индивиды, как правило, должны нахо-
диться под тщательным медицинским наблюдением, скорость выздоровления r 
разделяется на составляющие r1 и r2 — скорости выздоровления изолированных 
и неизолированных индивидов соответственно.  

Оптимальное управление режимом изоляции. При решении задачи опти-
мального управления рассматривалась модель, представленная на рис. 3 и опи-
сываемая системой (9). Числовые значения параметров также характеризуют 
заболевание корь (2) – (5). 

Для простоты скорости выздоровления изолированных и неизолированных 
индивидов принимают равными:  

1 2 .r r=  

Такое равенство допустимо при отсутствии мер по лечению заболевания.  
Ограничение управляющего воздействия, связанное с ограниченностью ре-

сурсов, имеет следующий вид:  

 lim0 ,≤ σ ≤ σ   

где σlim — пороговое значение скорости изоляции. 
Функционал задачи оптимального управления учитывает потребность в ми-

нимизации общего числа инфицированных и минимизации интенсивности пе-
ремещения групп населения в режим изоляции [13]:  

 2
2

0 lim0 0

1 1( ) ( ) min.
T T

J I t dt t dt
TN T σ

= + λ σ →
σ∫ ∫   

Результаты численного решения задачи оптимального управления изоля-
цией. Для модели SILR (см. рис. 3) при длительности интервала времени Т = 20 
сут и начальной численностью групп N = 10 000; S = 9 000; I = 1 000; L = 0; R = 0 
влияние изменения значений весового коэффициента λ и порога управляющего 
воздействия σlim на эффективность изоляции приведено в табл. 3, 4. 

Аналогично выражениям (7), (8) для режима вакцинации эффективность 
изоляции и суточное количество изолированных индивидов определяются сле-
дующим образом: 

 
max

0 opt
max max

0
max

;is
I

I I
I
−

∆ =    

 0 1

0

( )
,is

S
S S t

S
−

∆ =   

где 0
maxI  — максимальная численность инфицированных без режима изоляции; 

opt
maxI  — максимальная численность инфицированных с режимом оптимального 
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управления скоростью изоляции; S0 — численность группы S в начальный мо-
мент времени; t1 = 1 сут; S(t1) —численность группы S спустя сутки при условии 
максимальной скорости изоляции и отсутствии болезни.  
 

Таблица 3 

Влияние пороговой скорости на эффективность изоляции при λ = 0,010 

Пороговая скорость 
изоляции σlim 

Максимальное суточное количе-
ство изолированных ,is

S∆  % 
Эффективность изоляции 

max
,is

I∆  % 

1,000 63,2 18,81 
0,500 39,3 10,46 
0,100 9,5 2,36 
0,050 4,9 1,20 
0,010 1,0 0,23 
0,005 0,5 0,08 
0,001 0,1 0,01 

 
Таблица 4 

Влияние пороговой скорости на эффективность изоляции при λ = 1,000 

Пороговая скорость изо-
ляции σlim 

Максимальное суточное количе-
ство изолированных ,is

S∆  % 
Эффективность изоляции 

max
,is

I∆  % 

1,000 63,2 10,31 
0,500 39,3 4,59 
0,100 9,5 0,31 
0,050 4,9 0,08 
0,010 1,0 0,01 
0,005 0,5 0,01 
0,001 0,1 0 

 
 

 
Рис. 4. Зависимость эффективности изоляции от пороговой скорости: 

1 — λ = 0,001; 2 — λ = 1,000 
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Зависимость, приведенная в табл. 3, 4 и на рис. 4, идентична результатам, 
полученным для режима вакцинации. При этом слабое отличие кривых при 
низких значениях весового коэффициента для режима изоляции просматрива-
ется более явно (на рисунке не приведено). 

Выводы. По результатам решения задачи оптимального управления режи-
мами вакцинации и изоляции получена близкая к линейной зависимость эф-
фективности рассмотренных мер контроля от пороговой скорости управляюще-
го воздействия. Эффективность мер контроля растет при увеличении пороговой 
скорости и уменьшении весового коэффициента. При низких значениях весово-
го коэффициента разница между кривыми зависимости эффективности от по-
рога не существенна, наиболее явно это видно для режима изоляции. 

Эффективность режима вакцинации превосходит эффективность изоляции 
примерно в 1,6 раза, однако необходимо учесть упрощение модели изоляции 
путем исключения группы E. Приняв в качестве практически реализуемого по-
рога значение, соответствующее максимальному суточному объему вакцинации 
или изоляции 9,5 % численности популяции, можно получить эффективность 
вакцинации 4,1 %, изоляции — 2,3 %. 
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Abstract Keywords 
Against the background of the spread of coronavirus infec-
tion, various control measures are being introduced to 
prevent its further spread. It is imperative to assess the 
impact of such measures on the dynamics of the epidemic. 
In the above work, the compartment models used in math-
ematical epidemiology to describe the dynamics of epidem-
ics are considered, extended to describe control measures in 
the form of vaccination and isolation using the example of 
measles disease. The task of optimal control of vaccination 
and isolation regimes is set. A numerical solution to the 
problem is obtained for various values of the weight coeffi-
cient and the threshold of the control action to assess their 
influence on the effectiveness of control measures. A close 
to linear dependence of the effectiveness of control 
measures on the threshold of control action was obtained. 
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