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Аннотация Ключевые слова 
При течении в каналах простой геометрии решение 
уравнений Навье — Стокса может быть получено 
аналитически. Однако для большинства практиче-
ски важных случаев течения в сложных технических 
объектах их решение может быть получено лишь с 
использованием численных методов. Такой подход 
был реализован в данной статье на примере плоско-
го слоистого стабилизированного движения потока 
в канале. Для этого на базе алгоритма SIMPLE 
(Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) 
создана программа на языке Pascal, которая позволя-
ет итерационным методом получить сходящееся 
решение с точностью до 2 %. По результатам ра-
боты выполнено сравнение численного решения с 
точным. 
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Введение. Определение закономерностей поведения потока жидкости в каналах 
различного рода является одной из главнейших задач гидродинамики и тепломас-
сообмена. В основе ее решения лежат дифференциальные уравнения Навье — 
Стокса и уравнение неразрывности [1], которые современные программы позво-
ляют решать численными методами. Стоит учитывать, что для проверки адекват-
ности методики численного решения необходимо проводить процедуры его вери-
фикации на задачах, имеющих аналитические решения и валидации по данным 
физических экспериментов. Целью работы является получение опыта реализации 
численного решения методом контрольного объема [2] и его верификация. 

Постановка задачи. Для большей наглядности рассмотрим плоское слои-
стое стабилизированное течение несжимаемой жидкости в щелевом зазоре, ко-
торое в технической литературе называют плоским течением Пуазёйля [3]. Та-
кой вид движения, как правило, встречается в различных системах охлаждения, 
применяемых во многих технических приспособлениях, что дает основания для 
детального рассмотрения данного вопроса. 

Основа численного решения любой задачи гидродинамики состоит в разби-
ении рассматриваемой расчетной области на контрольные объемы. Размеры и 
форма контрольных объемов определяют точность решения, их выбирают по 
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результатам анализа используемой материальной математической модели и ха-
рактера течения. В центре каждого контрольного объема располагают узловые 
точки, в которых и вычисляют искомые параметры. В совокупности все кон-
трольные объемы образуют расчетную сетку. 

Рассматривая плоское течение Пуазёйля, проще всего использовать равно-
мерную сетку, т. е. сетку, у которой для декартовой системы координат расстоя-
ния между соседними узловыми точками вдоль осей Оx и Оy равны между со-
бой (рис. 1). В этом случае границы контрольных объемов лежат посередине 
между расчетными точками, что, как будет видно в дальнейшем, позволяет 
упростить процесс расчета. На основе такого разбиения было решено рассмот-
реть произвольную квадратную область плоского канала: его ширина 2H и дли-
на L составили 40 мм. Расстояние между узлами принято равным 5 мм. 

 

 
Рис. 1. Расчетная область 

Течение воды моделируется при параметрах, близких к нормальным (плот-
ность воды ρ = 1000 кг/м3, динамическая вязкость μ = 0,5 ⋅ 10–3 Па ⋅ с). 

Задавшись размерами канала и типом жидкости, необходимо установить 
граничные условия для скорости и давления: 

– на стенках канала реализуется условие прилипания жидкости [4] (U(x, y), 
V(x, y) — компоненты вектора скорости в направлении оси Ox и Oy соответ-
ственно): 

( , ) ( , ) 0;U x H V x H± = ± =  

– поперечные компоненты вектора скорости при стабилизированном тече-
нии отсутствуют: 

( , ) 0.V x y =  

Перепад давления должен быть таким, чтобы число Рейнольдса [5] для данного 
канала было меньше 1000, поскольку течение Пуазейля является ламинарным: 
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где срU  — средняя скорость по сечению канала в направлении оси Ox. 
Потери давления в канале определяются из соотношения Дарси — Вейсбаха [6]: 
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где dp dx  — градиент давления на рассматриваемом участке; трλ  — коэффи-

циент гидравлического трения; гd  — гидравлический диаметр, г 2 .d H=  

Для ламинарного движения жидкости в плоском канале трλ  определяется из 
соотношения 

 тр
96λ = 0,096.
Re

=  (3) 

Подстановка соотношений (1) и (3) в (2) дает следующий результат: 

= 0,1875 Па.dp
dx

 

Для данной задачи градиент давления 

1 2 
,

p pdp
dx L

−
=  

где 1p  — давление на входе; 2p  — давление на выходе. Для удобства примем 

2 = 0 Па,p  тогда 1= 0,0075 Па.p  
Описание алгоритма. Осуществив разбие-

ние расчетной области, для каждого контроль-
ного объема необходимо записать разностные 
уравнения [7], которые, в сущности, имеют тот 
же физический смысл, что и уравнения  
Навье — Стокса. Они должны связать значения 
искомых параметров потока в любой рассмат-
риваемой группе узловых точек. Основными 
параметрами для расчета будут скорость и дав-
ление в канале. Однако прежде чем записать 
эти разностные уравнения, необходимо сделать 
одно важное замечание: сетка для нахождения 
поля скорости должна быть смещена относи-
тельно сетки для поля давления в шахматном порядке (рис. 2). Такое допущение 
позволит избежать получения нефизического распределения поля скорости. 

 
Рис. 2. Шахматный порядок рас-

положения ячеек расчетной сетки 
для расчета скорости потока U 
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Запишем уравнения Навье — Стокса и уравнение неразрывности для дан-
ной задачи: 

 ;yx
JJ dp

x y dx
∂∂

+ = −
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где xJ  и yJ  представляют собой зависимости 
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Проинтегрируем (4) и (5) по контроль-
ному объему, изображенному на рис. 3: 

           ( ) ;e p n s P EJ J J J p p y− + − = − ∆        (7) 

                ( ) ( ) 0,e pU y U yρ ∆ − ρ ∆ =             (8) 

где pP, pE — давление в точках P и E соот-
ветственно (см. рис. 3). 

Умножим уравнение (8) на Ue и вычтем 
его из уравнения (7): 

( ( ) ) ( ( ) )
( ) .

e e e p p e

n s P E

J U yU J U yU
J J p p y

− ρ ∆ − − ρ ∆ +

+ − = − ∆
  (9) 

Представляя значение скорости U на грани контрольного объема как неко-
торое средневзвешенное значение между соседними узлами, а также учитывая 
характер изменения скорости между ними, перепишем уравнение (9) в виде 

( ),e e es es ew ew en en P Ea U a U a U a U y p p= + + + ∆ −  

где , , ,e es ew ena a a a  — коэффициенты, равные соответственно  e esa a= +  

,ew ena a+ +  ,es ena a= = µ  
2

;ew e
ew

ew e

U U
a y

U U
= ρ∆

+
 , ,es ew enU U U  — значения скоро-

сти U в контрольных объемах, находящихся соответственно снизу, слева и свер-
ху от рассматриваемого; ( )P Ey p p∆ −  — сила давления.  

Произвольно задав начальное приближение поля скорости, итерационным пу-
тем (методом Гаусса — Зайделя [8]) скорректируем его с учетом имеющегося поля 
давления, которое на первой итерации тоже является произвольным. На основе 

 
Рис. 3. Контрольный объем  
для определения скорости U 
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полученного поля скорости для каждой узловой точки рассчитаем поправку для 
поля давления, которое также следует скорректировать. Дискретный аналог для 
поправки поля давления запишем в виде 

( ) ,e w P e E w W w ed d p d p d p U U′ ′ ′+ = + + −  

где ,Pp′ Wp′  — значения поправки в точках, находящихся соответственно справа 
и слева от рассматриваемой (аналогично для ,e wU U ); ,e wd d  — коэффициенты, 
равные 

;e w
e w

y yd d
a a
∆ ∆

= =  

Коэффициент wa  определяется анало-
гично ,ea  а потому для корректировки по-
ля давления необходима информация от 
большего числа точек (рис. 4). 

После суммирования поправки и ис-
ходного давления в каждой точке расчет-
ной сетки получим скорректированное по-
ле давления: 

* .p p p′= +  

Далее с учетом значений поправки дав-
ления выполним вторичную корректиров-
ку поля скорости с помощью уравнений типа 

* ( ),e e e P EU U d p p′ ′= + −  

где *
eU — значение скорости на предыдущей итерации. 

Действия, описанные в этом алгоритме, будем повторять до тех пор, пока 
значения для поправки давления во всех расчетных точках сетки будут прене-
брежимо малы ( 0).p′ →  Это и будет критерием сходимости данного метода. 

Для реализации условия стабилизированного течения значения скорости 
потока на входной границе расчетной области следует принимать равными со-
ответствующим значениям на выходной границе этой же области. 

Результаты расчета. На основе алгоритма SIMPLE была создана программа 
на языке Pascal, результатом которой является матрица скоростей: 

 

 

 
Рис. 4. Сетка для корректировки 

поля давления p′ 
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Из полученного распределения видно, что все столбцы матрицы практиче-
ски идентичны, а потому поток можно считать установившимся. Среднее от-
клонение значений в строке составляет 1,43 %, максимальное — 7 %. Сходи-
мость решения была достигнута на 18-й итерации цикла. 

Сравнение с точным решением. Для этой задачи существует и точное ре-
шение, которое записывается в следующем виде: 

2 21( , ) ( ),
2

dpU x y H y
dx

= − −
µ

 

С учетом ранее полученных значений 1p  и 2p  точное решение принимает 
окончательный вид: 

2( ) 187,5(0,0004 ).U y y= −  

Сравнение решения, полученного с помощью алгоритма SIMPLE, с точным 
решением, представлено на рис. 5. При построении зависимости для численного 
решения в силу дискретного характера полученных результатов использовалось 
полиномиальное интерполяционное сглаживание [9]. Как видно на графике, 
отклонение составляет менее 5 %.  

 

 
Рис. 5. График распределения скорости в канале  

(синим цветом обозначено точное решение, красным — решение,  
полученное с помощью алгоритма SIMPLE) 

Выводы. В результате проведенных исследований:  
– реализована методика численного моделирования стабилизированного те-

чения в каналах с использованием метода контрольного объема. Дано подроб-
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ное описание способа корректировки поля давления и скорости при переходе 
между последовательными итерациями; 

– в целях верификации методики получено численное решение задачи о те-
чении Пуазейля; 

– выполнено сравнение численного решения с аналитическим. Показано, 
что погрешность численного решения не превышает 5 %. 
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Abstract Keywords 
For a flow in channels of simple geometry, the solution 
of the Navier-Stokes equations can be obtained analyti-
cally. However, for most practically important cases of 
flow in complex technical objects, their solution can 
only be obtained using numerical methods. This ap-
proach has been implemented in this article on the 
example of a flat layered stabilized flow in a channel. 
To implement this task on the basis of the SIMPLE 
(Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) 
algorithm, a program in the Pascal language was creat-
ed, which, obtains a convergent solution with an 2% 
accuracy by an iterative method. Based on the results of 
the work, a comparison of the numerical solution with 
the exact one is carried out. 
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