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Аннотация Ключевые слова 
Использование системы активного управления подвес-
кой позволяет значительно изменить динамику вер-
тикального движения транспортного средства и удо-
влетворить регулярно повышающиеся требования к 
безопасности и комфорту. В работе выведены диффе-
ренциальные уравнения, описывающие вертикальное 
движение автомобиля. Выбран квадратичный функци-
онал, отражающий требования к системе. На основе 
модели движения отдельного колеса разработан оп-
тимальный регулятор, минимизирующий выбранный 
функционал, и выбраны параметры регулятора, обес-
печивающие необходимую реакцию системы на внеш-
ние входные воздействия. Исследована возможность 
применения полученного регулятора в усложненной 
модели, описывающей движение четырехколесного 
автомобиля с учетом крена и тангажа. 
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Введение. В настоящее время к автомобилям предъявляются высокие требова-
ния по безопасности, управляемости и комфорту пассажиров во время движе-
ния. Эти характеристики в большой степени зависят от подвески автомобиля 
[1–3], представляющей собой устройство, связывающее кузов автомобиля с его 
колесами. Подвеска способна значительно влиять на динамику вертикального 
движения транспортного средства [4], которая и определяет ощущения водите-
ля и пассажиров во время поездки. 

Классическая подвеска содержит в себе только пассивные компоненты — 
пружины (или другие упругие элементы) и амортизаторы, благодаря которым 
обеспечивается более или менее мягкая реакция при наезде на препятствия [5].  
В последнее время все большее распространение получают активные подвески, 
которые помимо пассивных элементов содержат линейный двигатель (актуатор), 
генерирующий управляющее воздействие (силу) по определенному закону [6]. 
Применение такой конструкции позволяет добиться лучших результатов, чем 
при использовании полностью пассивной подвески [7]. 

Объектом этого исследования является автомобильная подвеска, его целью — 
разработка квадратично-оптимального регулятора на основе математической мо-
дели движения отдельного колеса и исследование возможности использования 
полученного регулятора в полной модели четырехколесного автомобиля. 
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Модель вертикального движе-
ния отдельного колеса. При рас-
смотрении вертикального движения 
легкового автомобиля иногда счита-
ется допустимым пренебречь влияни-
ем углов крена и тангажа на динамику 
системы. В таком случае вертикаль-
ное движение всего автомобиля опи-
сывается так же, как движение от-
дельного колеса (рис. 1). 

В данной модели предполагается, 
что линейный привод (элемент актив-
ной подвески), действующий на 
подрессоренную и неподрессоренную 
массы с силой f соединен параллельно с 

пружиной с жесткостью sk  и амортизатором с демпфированием sb . Система обла-
дает двумя степенями свободы благодаря наличию подрессоренной массы sm  и 
неподрессоренной массы usm  (которая включает в себя массу шин, дисков, элемен-
тов тормозной системы и других частей автомобиля, не поддерживаемых подвес-
кой). Шины обладают жесткостью usk  и демпфированием ;usb  0 ,   ,  us sz z z  — высо-
ты дорожного профиля, неподрессоренной и подрессоренной масс соответственно. 
При этом считается, что транспортное средство движется без проскальзывания, а 
колесо находится в контакте с дорожным покрытием в каждый момент времени. 

Записывая второй закон Ньютона для каждой массы, получим, что система 
описывается двумя дифференциальными уравнениями второго порядка: 

   ) ;( ( )s s s s us s s uszm b z z k z z f+ − + − =    (1) 

 0( ) ( ) (  .) ( )us us s us s s us s s us s us sm b z z k z z b z z k z z fz + − + − + − + − = −      (2) 

Используя уравнения (1), (2), можно описать систему в пространстве состояний: 
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Рис. 1. Модель вертикального движения 

колеса 
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Здесь управляющий сигнал     ,u f=  внешнее возмущение представляется в 
виде скорости изменения высоты дорожного профиля 0z , а переменные состо-
яния выбраны следующим образом: 

1 0  usx z z= −  — деформация шин; 

2 usx z=   — скорость неподрессоренной массы; 

3 s usx z z= −  — ход подвески; 

4   sx z=   — скорость подрессоренной массы. 
При отсутствии управляющей силы f уравнение (3) описывает вертикальное 

движение автомобиля с пассивной подвеской. 
Модель движения автомобиля. Модель автомобиля, в которой учтено влияние 

крена и тангажа на динамику вертикального движения, изображена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Уточненная модель подвески автомобиля 

Точкой C обозначен центр масс автомобиля, θ  и ϕ  — углы тангажа и крена 
соответственно. Как и в предыдущей модели, линейный привод на каждом ко-
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лесе устанавливается параллельно элементам пассивной подвески — пружине и 
амортизатору. Индексы , rr  ,lr  ,rf    lf  указывают на принадлежность колесу 
( rr  — правое заднее, lr  — левое заднее, rf  — правое переднее,  lf  — левое пе-
реднее). Для каждого из колес можно составить уравнение движения в соответ-
ствии со вторым законом Ньютона: 

 0 0( ) ( ( ( )  ) ;)usrr usrr srr srr usrr srr srr usrr rr usrr usrr rr usrr usrr rrm k z z b z z f kz z z b z z= − + − − − − − −      (4) 

 0 0( ) ( ( ( )  ) ;)uslr uslr srr slr uslr slr slr uslr lr uslr uslr lr uslr uslr lrm k z z b z z f kz z z b z z= − + − − − − − −      (5) 

 0 0( ) ( ( ( )  ) ;)usrf usrf srf srf usrf srf srf usrf rf usrf usrf rf usrf usrf rfm k z z b z z f kz z z b z z= − + − − − − − −      (6) 

 0 0( ) ( ( ( )  ) .)uslf uslf slf slf uslf slf slf uslf lf uslf uslf lf uslf uslf lfm k z z b z z f kz z z b z z= − + − − − − − −      (7) 

Аналогично записывается уравнение вертикального движения центра масс 
автомобиля: 
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Еще два уравнения, описывающие динамику вращательного движения отно-
сительно осей x и y, получаются из теоремы об изменении кинетического мо-
мента: 
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Полученные семь уравнений (4) – (10) содержат 11 переменных: ,srrz  ,srfz  

,slrz  ,slfz   ,usrrz  ,usrfz  ,uslrz  ,uslfz    ,cz  ,θ  .ϕ  От лишних переменных можно изба-

виться, используя следующие геометрические соотношения: 

 2 1sin sin ; srr cz b a z= ϕ− θ+  (11) 

 1 1sin s n  i ;slr cz b a z= − ϕ− θ+  (12) 

 2 2sin sin ; srf cz b a z= ϕ+ θ+  (13) 

 1 2sin s n  i .slf cz b a z= − ϕ+ θ+   (14) 

Подстановка (11) – (14) в (4) – (10) приводит к получению семи дифферен-
циальных уравнений 2-го порядка с семью переменными: 



Синтез оптимально-квадратичного регулятора для управления подвеской автомобиля  

Политехнический молодежный журнал. 2021. № 10 5 

 2 1 2 1

0 0

sin sin     cos co( ) ( )s  
( ;) ( )

usrr usrr srr c usrr srr c usrr

rr usrr usrr rr usrr usrr rr

m k b a z z b b a z z
f k z z

z
b z z

= ϕ− θ+ − + ϕ ϕ− θ θ+ − −
− − − − −



  

 

 (15) 

 1 1 1 1

0 0

sin( ) ( )sin     cos cos  
( ) ( ;)

uslr uslr srr c uslr slr c uslr

lr uslr uslr lr uslr uslr lr

zm k b a z z b b a z z
f k z z b z z

= − ϕ− θ+ − + − ϕ ϕ− θ θ+ − −
− − − − −



  

 

 (16) 

 2 2 2 2

0 0

sin sin     cos co( ) ( )s  
( ;) ( )

usrf usrf srf c usrf srf c usrf

rf usrf usrf rf usrf usrf rf

m k b a z z b b a z z
f k z z

z
b z z

= ϕ+ θ+ − + ϕ ϕ+ θ θ+ − −

− − − − −



  

 

 (17) 

 1 2 1 2

0 0

sin( ) ( )sin     cos cos  
( ) ( ;)

uslf uslf slf c uslf slf c uslf

lf uslf uslf lf uslf uslf lf

zm k b a z z b b a z z
f k z z b z z

= − ϕ+ θ+ − + − ϕ ϕ+ θ θ+ − −

− − − − −



  

 

 (18) 

 

2 1 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

  sin   sin   cos   cos   

sin   sin   cos   cos  

sin   sin

( ) ( )

( ) ( )

( ) (  cos  

=− ϕ− θ+ − − ϕ ϕ− θ θ+ − −

− − ϕ− θ+ − − − ϕ ϕ− θ θ+ − −

− ϕ+ θ+ − − ϕ ϕ+ θ




  




 





s с srr с usrr srr c usrr

slr c uslr srr c uslr

srf c usrf srf

m k b a z z b b a z z

k b a z z b b a z z

k b a z z b a

z

b

1 2

1 2

)

( )

( )

cos  

sin   sin  

cos cos   ;    

θ+ − −

− − ϕ+ θ+ − −

− ϕ ϕ+ θ θ+ − + + + +

 




 

c usrf

slf c uslf

slf c uslf rr lr lf rf

z z

k b a z z

b b a z z f f f f

 (19) 

( )
( )

2 2 2 2 2

2 1 2 2 2

1 2

( sin   sin   cos   cos    

sin   sin   cos   cos  

) ( )

( ) ( )

(

 

sin   sin )  (

x srf c usrf srf c usrf rf

srr c usrr srr c usrr rr

slf c uslf slf

J k b a z z b b a z z f b

k b a z z b b a z z f b

k b a z z b

= − ϕ+ θ+ − − ϕ ϕ+ θ θ+ − + +
+ − ϕ− θ+ − − ϕ ϕ− θ θ+ − + −

− − − ϕ+

ϕ

θ+ − −



   



  

( )
( )

1 2 1

1 1 1 1 1

cos   cos    

sin   sin   cos   cos     co) s ;

)

( ( )

c uslf lf

slr c uslr slr c uslr lr

b a z z f b

k b a z z b b a z z f b

− ϕ ϕ+ θ θ+ − + −

− − − ϕ− θ+ − − − ϕ ϕ− θ θ+ − + θ



  



  

 (20) 

( )
( )

2 2 2 2 2

2 1 2 2 1

1 2

( sin   sin   cos   cos    

sin   sin   cos   cos  

) ( )

( ) ( )

(

 

sin   sin )  (

y srf c usrf srf c usrf rf

srr c usrr srr c usrr rr

slf c uslf slf

J k b a z z b b a z z f a

k b a z z b b a z z f a

k b a z z b

= − ϕ+ θ+ − − ϕ ϕ+ θ θ+ − + −
− − ϕ− θ+ − − ϕ ϕ− θ θ+ − + +

+ − − ϕ+ −

θ

θ+ −

 

  



  

( )
( )

1 2 2

1 1 1 1 1

cos   cos    

sin   sin   cos   cos     co) s .

)

( ( )

c uslf lf

slr c uslr slr c uslr lr

b a z z f a

k b a z z b b a z z f a

− ϕ ϕ+ θ θ+ − + −

− − − ϕ− θ+ − − − ϕ ϕ− θ θ+ − + ϕ



  



  

 (21) 

Уравнения (15) – (21) полностью описывают динамику системы, изображен-
ной на рис. 2. 

Разработка оптимального регулятора. Рассмотрим синтез квадратично-
оптимального регулятора [8] для упрощенной модели, описываемой уравнени-
ем (3). Предполагается, что все переменные состояния доступны для измерения.  

Как правило, при проектировании подвески ставят следующие задачи:  
1) достижение наибольшего комфорта для пассажиров во время движения 

(в работе [9] показано, что вертикальное ускорение подрессоренной массы мо-
жет считаться адекватной мерой комфорта);  

2) уменьшение деформации шин, влияющее на управляемость автомобиля и 
безопасность во время движения;  

3) минимизация хода подвески.  
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Исходя из этого задачу проектирования активной подвески можно свести к 
задаче синтеза регулятора, минимизирующего функционал: 

 2 2 2
4 1 1 2 3 

0

( ) ,J x r x r x dt
∞

= + +∫   (22) 

где 1 2,   r r  — весовые коэффициенты.  
Используя решение уравнения Риккати [10] для функционала (22), можно 

найти матрицу K  регулятора обратной связи, обеспечивающего оптимальное 
управление .u Kx= −  

Рассмотрим систему, описываемую уравнением (3), со следующими параметра-
ми:   60 000 Н/м, sk =    480 000 Н/м, usk =    480 000 Н/м,usk =    24 000 Н с/м,sb = ⋅  

  0,usb =    1 500 кг,sm =    120  кг. usm =   
Настройку регулятора можно проводить путем изменения весовых коэффи-

циентов 1 2, r r  в выражении (22). Например, с увеличением 1r  в системе ожида-
ется уменьшение деформации шин и увеличение хода подвески и вертикального 
ускорения, и наоборот. Для исследования поведения системы при различных 
настройках регулятора зададимся следующими наборами весовых коэффициен-
тов, используемых при определении квадратичного функционала (22): 

1 21000,  100; r r= =  4 3
1 25 10 ,  5 10 ; r r= ⋅ = ⋅  6 5

1 210 ,  .10  r r= =  
На рис. 3 представлена реакция системы при наезде на бордюр (т. е. вход си-

стемы представляет собой ступенчатый сигнал) высотой 5 см. 
 

 
Рис. 3. Реакция системы при наезде на бордюр: 

а — деформация шин; б — ход подвески; в — ускорение подрессоренной массы;  
 без регулятора;  1 21000,  100; r r= =  4 3

1 25 10 ,  5 10 ; r r= ⋅ = ⋅  
6 5

1 210 ,  10r r= =  
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Результаты моделирования показывают, что при 1 21000,  100r r= =  верти-
кальное ускорение кузова практически нулевое, однако вырастает деформация 
шин (даже по сравнению с системой без регулятора), что может привести к 
уменьшению срока службы шин и ухудшению управляемости транспортного 
средства. При 6 5

1 210 ,   10 ,r r= =  напротив, деформация шин сводится к мини-
муму, но сильно увеличивается вертикальное ускорение, что отрицательно ска-
зывается на комфорте во время движения. 

Исследуем поведение системы в ситуации, когда дорожный профиль имеет 
форму гармонического сигнала. В таком случае удобно использовать логариф-
мические амплитудно-частотные характеристики (ЛАЧХ) системы (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. ЛАЧХ системы: 

а — деформация шин; б — ход подвески; в — ускорение подрессоренной массы;  
 без регулятора;  1 21000,  100; r r= =  

4 3
1 25 10 ,  5 10 ; r r= ⋅ = ⋅ 6 5

1 210 ,  10r r= =  
 

Отметим, что на некоторых частотах использование регулятора при 1  1000,r =  

2 100r =  приводит к слишком большим показателям деформации шин и хода под-
вески, несмотря на значительное уменьшение этих показателей на оставшихся ча-
стотах. К тому же большая деформация шин при наезде автомобиля на высокие 
ступенчатые препятствия может быть недопустимой, поэтому использование регу-
лятора при 4 3

1 25 10 ,   5 10r r= ⋅ = ⋅  является более предпочтительным. 
Использование полученного регулятора в усложненной модели. Посколь-

ку динамика движения отдельного колеса отличается от динамики движения 
колеса в четырехколесном автомобиле, нельзя заранее говорить о допустимости 
применения регулятора, полученного в предыдущем разделе, в модели, изобра-
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женной на рис. 2. Для исследования этого вопроса рассмотрим систему, описы-
ваемую уравнениями (15) – (21), со следующими параметрами: 

      15 000 Н/м;srr slr srf slfk k k k= = = =  

       120 000 Н/м; usrr uslr usrf uslfk k k k= = = =  

      6 000 Н с/м;srr slr srf slfb b b b= = = = ⋅  

       0;usrr uslr usrf uslfb b b b= = = =  

         1 500 кг,   30 кг; s usrr uslr usrf uslfm m m m m= = = = =  
2 2

1 2 1 22,3 м;   0,9 м;   1500 кг м    3000 кг м; . x ya a b b J J= = = = = ⋅ = ⋅  
Управляющий сигнал на каждом из колес формируется как 

   0,25 ;rr rru Kx=−  (23) 

   0,25 ;rr ffu Kx=−  (24) 

   0,25 ;ll rru Kx=−  (25) 

   0,25 ,lf lfu Kx=−  (26) 

где переменные в векторах состояний ,  ,  ,  rr lr rf lfx x x x  выбирают аналогично (3).  

На рис. 5 представлены графики изменения высоты и ускорения центра масс 
кузова автомобиля, а также углов тангажа и крена при наезде автомобиля пра-
выми колесами на бордюр высотой 5 см при движении автомобиля с постоян-
ной скоростью 4,6 м/с,v =  (т. е. задние колеса наедут на препятствие через 

1 2 )( 1 с/va a+ =  после передних). 

 
Рис. 5. Реакция системы при наезде на бордюр правыми колесами: 

а — высота центра масс кузова; б — угол крена; в — угол тангажа; г — ускорение  
центра масс кузова;  без регулятора;  с регулятором 
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В результате моделирования выявлено, что использование регуляторов по-
могает добиться более плавного изменения углов крена и тангажа, а также 
уменьшить вертикальное ускорение центра масс кузова примерно в полтора 
раза. Таким образом, несмотря на некоторые допущения и неточности в упро-
щенной модели, применение полученных на ее основе регуляторов в более 
сложной системе приводит к удовлетворительным результатам. 

Выводы. В ходе работы были получены две модели, описывающие динами-
ку вертикального движения автомобиля. На основе модели движения отдельно-
го колеса разработан оптимальный регулятор. Моделирование показало, что 
при определенных настройках использование такого регулятора позволяет 
уменьшить деформацию шин и вертикальное ускорение подрессоренной массы 
транспортного средства во время движения. Доказана возможность примене-
ния полученного регулятора при использовании усложненной модели четырех-
колесного автомобиля. 

В дальнейших работах планируется рассмотреть модель реального дорожно-
го профиля (который представляет собой стохастическую функцию), исследо-
вать другие методы управления подвеской, а также учесть дополнительные фак-
торы при проектировании системы управления: шумы, насыщение управляю-
щего сигнала и др. 
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