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Аннотация Ключевые слова 
Доказана возможность применения модели ангармони-
ческого нагруженного осциллятора для описания узлов 
кристаллической решетки. Получен энергетический 
спектр нагруженного ангармонического осциллятора. 
Доказана применимость теории возмущений к описа-
нию нелинейных по F сдвигов в энергетическом спектре 
ангармонического осциллятора, нагруженного посто-
янной внешней силой F, с точностью до четвертого 
порядка. Установлена зависимость свободной энергии 
Гельмгольца от температуры для системы ангармо-
нических нагруженных квантовых осцилляторов. По-
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Введение. Ангармоничность межатомного взаимодействия является следстви-
ем множества эффектов при нагружении твердых тел. Наглядным примером 
этого служит термоупругий эффект — достаточно медленное без теплового 
контакта с окружением упругое нагружение, которое приводит к изменению 
температуры твердого тела [1–4]. 

Ансамбль ангармонических осцилляторов, выступающих в роли элементов 
динамической системы, является простейшей моделью твердого тела. В данной 
работе рассмотрено поведение отдельного ангармонического осциллятора при 
действии постоянной внешней силы. Потенциальную энергию межатомного 
взаимодействия можно описать с помощью суперпозиции двух функций. Пер-
вая из них обусловлена взаимной поляризацией электронных оболочек и опи-
сывает притяжение между атомами, вторая описывает отталкивание, обуслов-
ленное перекрыванием электронных оболочек. 

Одним из самых известных примеров такого потенциала является потенци-
ал Леннарда — Джонса [5]:  
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где 0ϕ  — энергия сцепления; σ — расстояние, на котором энергия взаимодей-
ствия становится равной нулю; r  — расстояние между соседними атомами. 

Разложив потенциал в ряд Тейлора вблизи точки минимума 0r  и сохранив 
члены до четвертого порядка включительно, получим: 
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где с2, с3, с4 — коэффициенты разложения; r0 — равновесное расстояние между 
соседними атомами (точка минимума). 

Найдем коэффициенты разложения: 
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В итоге мы приходим к выводу о том, что модель ангармонического осцил-
лятора пригодна для описания узлов кристаллической решетки твердого тела. 

Величина 0ϕ  в уравнении (1) соответствует энергии сцепления, приходя-
щейся на кристаллическую ячейку, и определяется разностью между энергией 
свободных атомов и энергией кристалла. В случае пренебрежения кинетической 
энергией атомов энергия сцепления определяется суммой потенциалов Леннар-
да — Джонса. Тогда суммирование идет по всем парам атомов в кристалле [6]. 

Таким образом, можно аппроксимировать потенциал иона кристаллической 
решетки потенциалом ангармонического осциллятора:  

 2 2 3 4
0

1 1 1( )
2 3 4

,U x m x x x= −ϕ + ω − β + γ                  (2) 

где x — координата относительно положения равновесия; m — масса частицы; 
β, γ — коэффициенты ангармоничности. 



Энергетические характеристики системы квантовых ангармонических осцилляторов 

Политехнический молодежный журнал. 2021. № 08 3 

Сдвиг энергетического спектра при воздействии внешней силы без учета ан-
гармоничности. Гамильтониан для одномерного осциллятора [7, 8] имеет сле-
дующий вид:  
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где F  — возмущение; m  — масса частицы; ( )U x  — потенциал осциллятора, 
введенный соотношением (2).  

Поскольку требуется получить вид изменения энергетического спектра, ве-
личину ( ),Fx−  описывающую внешнее воздействие, целесообразно включить в 
уравнение (3): 

 
2 2

2 2
02

1
2 2

ˆ ,ћH m x Fx U
m x

∂
= − + ω − −

∂
                                  (4) 

где U0 — значение потенциальной энергии в нулевой точке; ω — собственная 
частота колебаний осциллятора. 

Запишем потенциальную энергию как 
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а также введем безразмерные величины 
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С помощью уравнения (4) преобразуем стационарное уравнение Шрединге-
ра к виду 
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После подстановки выражения (5) в (6), а также ряда математических пре-
образований удалось выяснить, что воздействие внешней силы на гармониче-
ский осциллятор является причиной сдвига положения равновесия 
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и сдвига энергетического спектра 
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( ) 2 1.n F nε + ∆ε = +  

Последнее выражение можно переписать так: 

 2 1 ( ).n n Fε = + −∆ε                          (7) 

Оценка сдвига энергетических уровней. Целесообразно рассмотреть воз-
мущение, описывающее ангармонический вклад: 
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Далее с помощью методов теории возмущений найдем энергию ангармони-
ческого осциллятора из уравнения (7): 
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Рассмотрим потенциал ненагруженного ангармонического осциллятора: 
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2 3 4

U x m x x x U= ω − β + γ − ; 

Введем внешнюю силу в соответствии с особенностями конкретной систе-
мы, а именно максимальную упругую силу, описывающую прочность на разрыв 
связи [9, 10]: 
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Ее максимальное значение 
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Введя безразмерный параметр mg F f= , а также используя уравнение (8), 
получим: 
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Нахождение термодинамических характеристик. Найдем статистическую 
сумму 

Б
0

( ) exp ,  .n

n

Z k T
+∞

=

ε 
θ = − θ = θ 

∑  

Тогда свободная энергия Гельмгольца  

 ln ( ).F ZΨ ≡ = −θ θ        (10) 

Зависимость свободной энергии Гельмгольца от температуры для ряда ве-
ществ представлена на рис. 1–4, построенных в программной среде Python [11]. 

 

 
Рис. 1. Значения свободной энергии Гельмгольца для нефти (тяжелой) 

 

 
Рис. 2. Значения свободной энергии Гельмгольца для молока 
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Рис. 3. Значения свободной энергии Гельмгольца для поролона 

 

 
Рис. 4. Значения свободной энергии Гельмгольца для керамики (меловой) 

Таким образом, было обнаружено, что зависимость свободной энергии 
Гельмгольца от температуры в уравнении (10) для ряда веществ (см. рис. 1–4) 
характеризуется небольшими осцилляциями. 

Выводы. В ходе данной работы доказана возможность применения модели 
ангармонического нагруженного осциллятора, а также получен вид энергетиче-
ского спектра нагруженного ангармонического и гармонического осциллято-
ров. Впервые в рамках теории возмущений получены нелинейные по F сдвиги в 
энергетическом спектре ангармонического осциллятора, нагруженного посто-
янной внешней силой F с точностью до четвертого порядка. Впервые установ-
лена зависимость свободной энергии Гельмгольца от температуры для системы 
ангармонических нагруженных квантовых осцилляторов, проиллюстрирован-
ная на рис. 1–4 для ряда веществ. 
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