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Вопреки распространенному мнению о том, что 
повышение частоты обновления траектории в 
задачах управления положением центра масс лета-
тельных аппаратов приводит к повышению итого-
вой точности в условиях наличия возмущающих 
воздействий, для построения устойчивых систем 
управления необходимо понимать физические прин-
ципы полета, ограничивающих возможный диапазон 
этих частот. В данной работе показано, что для 
законов управления существует естественный 
верхний предел частоты обновления, превышение 
которого приводит к нарушению устойчивого дви-
жения. Представлен алгоритм управления квадро-
коптером методом «гибких» кинематических тра-
екторий, учитывающий действие возмущающих 
факторов. Показана работоспособность алгоритма 
при малых внешних воздействиях. 
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Введение. Широкое распространение беспилотных летательных аппаратов при-
вело к высокой практической заинтересованности в области автоматического 
управления. С развитием электронной компонентной базы стало возможно по-
явление малых беспилотных летательных аппаратов как в частном секторе, так 
и в промышленном. Наиболее распространенным их представителем является 
квадрокоптер. Это четырехроторный винтокрылый летательный аппарат, со-
вершающий перемещение в пространстве благодаря своему наклону относи-
тельно плоскости горизонта. Механизм работы квадрокоптера достаточно 
прост: четыре независимых актуатора (двигатель и воздушный винт) установле-
ны по краям рамы аппарата. Соседние винты вращаются попарно в противопо-
ложные стороны для получения суммарного нулевого момента крена. Дальней-
шее развитие квадрокоптеров представило миру такие робототехнические ре-
шения, как снабженные манипуляторами квадрокоптеры [1], омникоптеры  
с двенадцатью степенями свободы [2], беспилотные аэротакси [3]. По мере 
усложнения выполняемых задач от проведения произвольной фотосъемки  
и следования по установленному маршруту до слежения за подвижной целью и 
участия в соревнованиях по дрон-рейсингу к разработке систем управления ко-
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птеров предъявляются все более жесткие требования, главным образом по точ-
ности движения. Для обеспечения траекторного управления привлекаются про-
граммно-корректируемые законы управления, реализующие принципы «гиб-
ких» траекторий.  Инженерная практика показывает, что чем сложнее по своей 
структуре функционирующее устройство, тем более простые законы управления 
необходимо для него синтезировать. 

В подавляющем большинстве задач, решаемых с помощью квадрокоптеров, 
достаточно управлять положением центра масс аппарата. К подобным задачам 
относится мониторинг назначенной области ответственности, произвольный 
полет по заданной траектории, выполнение аэрофотосъемки с помощью неза-
висимо управляемой съемочной аппаратуры. С целью упростить возможные 
законы управления был рассмотрен вариант изолированного траекторного 
управления центром масс аппарата. 

Математическая постановка задачи. На сегодняшний момент наиболее 
распространена Х-образная схема квадрокоптеров, в которой оси связанной 
системы координат 1 2 3Oe e e  лежат между винтами квадрокоптера (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Кинематическая схема квадрокоптера 

Ввиду малой дальности полета в качестве базовой с высокой точностью 
можно выбрать нормальную земную систему координат O g g gO X Y Z , ось O gO Z  

которой направлена вверх и имеет смысл местной вертикали. В отсчетной кон-
фигурации с нормальной земной совпадает нормальная система координат 

g g gOX Y Z . Тогда для перемещения вдоль оси gOX , лежащей в горизонтальной 

плоскости, согласно задачам полета необходимо уменьшить тяги первого и вто-
рого винта и увеличить тяги третьего и четвертого винта. Для перемещения 
вдоль оси gOY , дополняющей описанные две до упорядоченной правой тройки, 

следует уменьшить тяги первого и четвертого винта и увеличить тяги второго и 
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третьего винта. Для вращения вокруг собственной оси 3Oe  требуется поддер-
живать положительной разность суммы угловых скоростей вращения второго и 
четвертого винта и суммы угловых скоростей первого и третьего винта. 

Динамика движения летательных аппаратов традиционно декомпозируется 
на поступательное (линейное) движение с центром масс системы и на враща-
тельное (угловое) движение относительного центра масс. Линейное движение 
квадрокоптера из-за природы объекта невозможно без наличия движения угло-
вого. В свою очередь, движение угловое полностью определяется работой уста-
новленных двигателей. В квадрокоптерах применяются как коллекторные, так и 
бесколлекторные двигатели постоянного тока, управление которыми проще 
всего реализуется подачей с микроконтроллера широтно-импульсно-
модулированного сигнала. Однако создаваемая винтом тяга является результа-
том сложного взаимодействия выбранной пары двигатель — пропеллер с неста-
бильной воздушной средой, подверженной как независимым внешним влияни-
ям, так и интерференционным потокам от соседних винтов. Достаточно полно 
для аппаратов малой массы динамика винтов описана в [4]. Только являясь ре-
зультатом проведенных экспериментальных запусков по измерению создавае-
мых тяг Ti и скоростей ωi, в зависимости от уровня управляющего напряжения 
gi, характеризующего скважность ШИМ-сигнала, она может быть использована 
для точного математического моделирования: 

( );i i i iT T T gτ + =  

( );i i i igωτ ω +ω = ω  

,i mt i iM K T Jω= + ω  

где Ti — создаваемая винтом тяга; ωi — угловая скорость вращения винта; Mi — 
момент аэродинамического сопротивления вращению винта; Jω — момент 
инерции вращения винта; Kmt — коэффициент пропорциональной зависимости 
между тягой винта и статическим аэродинамическим моментом. 

Далее формируется вспомогательный вектор управления согласно следую-
щей матрице: 
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где L1 — расстояние от точки крепления винтов до центра системы вдоль оси 1Oe ; 
L2 — расстояние от точки крепления винтов до центра системы вдоль оси 2Oe ; T — 
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развиваемая аппаратом тяга; 
ieM  — развиваемый аппаратом момент относитель-

но оси iOe . 
Угловое положение квадрокоптера описывается кватернионом ориентации 

q  согласно матричным уравнениям: 

 ( )т1 0 ;
2

q q= ω  (2) 

 , ,M J J= ω+ ω ω    (3) 

где J — тензор инерции; ω — вектор угловых скоростей в связанной системе ко-

ординат; ( )т

1 2 3e e eM M M M=  — вектор введенных моментов. 

С использованием кватернионов связан ряд преимуществ, эффективных как 
вычислительно, так и кинематически. Известно, что кинематические отноше-
ния Эйлера математически вводят в систему перекрестные связи в каналы ста-
билизации углового положения. С точки зрения физики полета квадрокоптера 
перекрестных связей между каналами крена и тангажа нет: для перемещения 
вдоль выбранного направления необходимо лишь выполнить наклон вокруг 
оси, перпендикулярной этому направлению. В итоге, для определения положе-
ния квадрокоптера необходимо перевести вектор измеряемого кажущегося 
ускорения с учетом силы тяжести в нормальную систему координат, воспользо-
вавшись следующим уравнением: 
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 (4) 

где g  — ускорение свободного падения. 
В работе использованы следующие данные [4]: 
масса 1m =  кг; 
момент инерции 

1
0,0277eJ =  2кг м ;⋅  

момент инерции 
2

0,0277eJ =  2кг м ;⋅  

момент инерции 
3

0,0549eJ =  2кг м ;⋅  

момент инерции винта 
3

0,00005eJ =  2кг м ;⋅  

плечо тяги 1 0,2L =  м;  
плечо тяги 2 0,2L =  м;  
коэффициент «тяга — момент» 0,01mtK =  м.  
Принцип управления. Для большого класса выполняемых задач движение 

квадрокоптера можно разделить на ряд последовательно преодолеваемых пря-
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молинейных участков [5]. Рассмотрим работу системы управления на одном 
таком участке. Для попадания в заданную точку пространства в общем случае 
должна решаться двухточечная краевая задача на основе обратной задачи дина-
мики [6]. Решение такой задачи в процессе полета неоправданно и невыгодно 
для полной нелинейной модели динамики аппарата. Поскольку основной инте-
рес представляет именно траекторное перемещение, предлагается решать двух-
точечную краевую задачу на редуцированной модели, описывающей лишь по-
ступательную часть (4). 

Будем искать желаемую траекторию как функцию времени в виде гладких по-
линомов пятой степени. Построение приведено для перемещения вдоль оси :gOX  

5

0

( ) .k
k

k

x t c t
=

=∑  

Задание четырех терминальных условий (трех координатных и одного вре-
менного) на концах траектории позволяет однозначно определить саму траек-
торию решением следующей системы линейных алгебраических уравнений: 
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где t0 — время начала движения; tf — время окончания движения; 0fT t t= −  — 

длительность перелета. 
Сформированные таким образом ускорения ( ),r t  требуемые для реализа-

ции желаемой траектории ( ),r t  подаются в полетный контроллер, формирую-
щий желаемый вектор тяги и угловое положение, обращением уравнения (4). 
Далее обращением уравнения (2) формируются желаемые угловые скорости в 
связанной системе координат, отвечающие за формирование желаемых момен-
тов (3). По расширенной матрице (1.1), (1.2) без учета инерционной составляю-
щей разгона двигателей находятся необходимые для полета тяги винтов и вели-
чины напряжений. 

Данная система функционирует по разомкнутому циклу и требует наличия си-
стемы траекторной стабилизации, противодействующей источникам возмущений 
и реализующий принцип «жестких» траекторий. Наряду с внешними источниками 
возмущений, такими как спонтанные колебания воздушной среды, существуют 
«внутренние» источники возмущений. К ним отнесены неточности моделирования 
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объекта, а также принятые для синтеза законов управления упрощения модели: 
именно неучтенные составляющие угловой и двигательной динамики вносят суще-
ственные «внутренние» возмущения при данном способе формирования желаемых 
траекторий. Существует множество работ, посвященных данному вопросу, затра-
гивающих такие варианты построения систем, как управление со скользящим ре-
жимом [7], использование метода обхода цепочки интеграторов [8], применение 
искусственных нейронных сетей [9].  

В данной работе предлагается разделить функции сохранения работоспо-
собности летательного аппарата при действии возмущающих факторов на две 
подсистемы. Для отслеживания траекторий синтезируется простая, но надеж-
ная система на основе ПД-регулятора по линеаризованной модели динамики 
системы. За периодическое обновление траекторий будет отвечать устройство 
планирования, реализующее метод «гибких» траекторий [10]. 

Управление по «гибким» траекториям. Основным недостатком систем 
стабилизации является ограниченная область устойчивости. При значитель-
ных отклонениях от изначально заданной программной траектории система 
может потерять устойчивость в своем стремлении возвратиться именно на эту 
траекторию. Например, при наличии внешних возмущений перелет рассмат-
риваемого аппарата из начала координат в точку с координатами 

( )м м м
т

50 50 120  за 10∆t = c невозможен (рис. 2). Однако если через 5 с 

для отклонившегося аппарата синтезировать новую траекторию полета в за-
данную конечную точку, то квадрокоптер стабилизирует свое движение, осно-
вываясь на новом положении (рис. 3). 
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Рис. 2. Траектория полета при воздействии внешних возмущений 
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Рис. 3. Второй участок траектории полета после переключения траектории 

Периодическое обновление траектории движения относительно текущего по-
ложения квадрокоптера представляет собой не что иное, как управление с перио-
дически создаваемой обратной связью. Естественно полагать, что устремление 
частоты обновления траектории к бесконечности позволит избежать необходи-
мости отслеживания — при воздействии возмущений в любой момент движения 
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Рис. 4. Крайний участок полета при периоде обновления траектории 2,5 с 

корректируемая траектория «учтет» новое возмущение. Такое постоянное обнов-
ление носит название перманентного планирования, интерпретируемое как «раз-
мораживание» начальных условий движения. Не рассматривая вычислительную 
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рациональной данной процедуры в режиме реального времени, покажем, что при 
неограниченном уменьшении шага обновления она дает неприемлемые результа-
ты с точки зрения выполнения цели управления. Для поставленной выше терми-
нальной задачи рассмотрим движение в идеальных условиях с периодами обнов-
ления траектории следования 2 1 с,τ =  3 0,5 с.τ =  Для каждого периода изобра-
жен крайний участок полета, содержащий как рассчитанную желаемую траекто-
рию, так и траекторию фактического движения, смоделированного с учетом угло-
вого движения и динамики винтомоторной группы (рис. 4–6). 
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Рис. 5. Крайний участок полета при периоде обновления траектории 1 с 
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Рис. 6. Крайний участок полета при периоде обновления траектории 0,5 с 
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Видно, что уменьшение шага обновления начиная с некоторого его значения 
приводит не к уменьшению, а к росту ошибок попадания в конечную точку. Это 
обусловлено тем, что в качестве начальной точки для новой траектории оказы-
вается точка на незавершенном переходном процессе от предыдущего обновле-
ния траектории. Другими словами, принцип «гибких» траекторий хорошо рабо-
тает для терминальных задач, решаемых на полной модели динамики системы. 
В случае использования редуцированных моделей для разработки алгоритмов 
управления неучтенные части, являясь источником «внутренних» возмущений, 
имеют собственные качественные характеристики — перерегулирование, коле-
бательность и быстродействие. Для правильного планирования траекторий 
необходимо осуществлять переключение лишь тогда, когда угловое движение 
достигнет своего равновесия. В противном случае динамическая ошибка пере-
ходного процесса будет перенесена во внешний контур линейных перемещений, 
и новый цикл обновления траекторий помимо возможных внешних возмуще-
ний вынужден будет преодолевать и образуемые «внутренние». 

Заключение. Таким образом, период обновления траектории ограничен снизу 
временем переходного процесса каналов линейного перемещения, который из-за 
физических принципов полета квадрокоптера практически совпадает с временем 
переходного процесса внутреннего контура углового движения. Проводя синтез 
системы управления снизу вверх, полученное быстродействие внутренних конту-
ров следует рассматривать как отправную точку при назначении быстродействия 
контуров внешних и разработки системы обновления кинематических траекторий. 
Улучшение точности движения достигается лишь в том случае, если темп переклю-
чения сопоставлен со временем переходных процессов подсистем объекта. Для 
противодействия заранее неизвестным в части длительности и момента времени 
начала действия внешним возмущениям возможен пересмотр принципа обновле-
ния траекторий с временного планирования на пороговое. В таком случае пере-
ключение будет осуществляться каждый раз по превышении допустимой окрестно-
сти отклонения относительно номинальной «жесткой» траектории. 
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Abstract Keywords 
Contrary to the popular belief that an increase in the tra-
jectory update rate leads to an increase in the final accura-
cy in the presence of disturbing influences in problems of 
controlling the position of the aircraft center of mass, in 
order to build stable control systems it is necessary to un-
derstand the physical principles of flight that limit the 
possible range of these frequencies. In this paper, it is 
shown that for the control laws there is a natural upper 
limit of the refresh rate, exceeding which leads to a viola-
tion of stable motion. An algorithm for controlling a quad-
rocopter by the method of “flexible” kinematic trajectories, 
which takes into account the action of disturbing factors, is 
presented. The performance of the algorithm is shown 
under small external influences. 
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