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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрен метод оптимального выведения космиче-
ского аппарата на геостационарную орбиту, который 
позволяет минимизировать расходы ресурсов. Приве-
дена математическая модель движения центра масс 
ракеты-носителя. Для поиска оптимального управле-
ния были рассмотрены принцип максимума 
Л.С. Понтрягина, метод динамического программиро-
вания и метод, основанный на малой вариации пара-
метров. Выбран метод поиска оптимального управле-
ния путем вариации параметра. Изучены следующие 
численные методы решения краевой задачи: метод 
Ньютона и его модификации; метод стрельбы; метод 
конечных разностей. С помощью встроенных функций 
MATLAB получен закон управления по углу тангажа и 
траектории движения ракеты-носителя в экватори-
альной плоскости. Проведено моделирование движения 
космического аппарата классическим метод Рунге —
 Кутты четвертого порядка с постоянным шагом 
интегрирования. 
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Введение. В современном мире огромное внимание уделяется освоению космо-
са. Любой космический полет сопровождается выведением космического аппа-
рата на орбиту, поэтому очень важным вопросом, связанным с траекторией по-
лета, является вопрос ее оптимизации, т. е. определения такой траектории, при 
движении по которой критерий оптимальности (высота орбиты, масса полезно-
го груза и т. д.) достигает своего максимального (минимального) значения.  

Цель исследования — изучение методов оптимального выведения космиче-
ского аппарата на геостационарную орбиту, которые позволяют минимизиро-
вать расходы ресурсов. 

Для достижения сформулированной в работе цели необходимо решить сле-
дующие задачи:  

– разработать математическую модель движения центра масс ракеты-
носителя; 

– получить закон изменения угла тангажа. 
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В данной работе использованы следующие подходы и методы решения зада-
чи: принцип максимума Л.С. Понтрягина, численные методы решения системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, методы решения краевых задач. 

Различают три основных типа выведения космического аппарата на орбиту: 
полностью активный вывод (прямое выведение), баллистический вывод, эллип-
тический вывод. 

При прямом выведении имеется лишь один активный участок, параметры 
движения в конце которого должны совпадать с требуемыми орбитальными 
параметрами движения космического аппарата. Этот тип вывода по сравнению 
с двумя последующими типами является менее экономичным, поскольку с уве-
личением продолжительности активного участка возрастает расход энергии на 
преодоление гравитационных сил. По этому методу целесообразно выводить 
космический аппарат только на низкие (до 400 км) орбиты. При этом важное 
значение приобретают вопросы выбора оптимальной программы движения ра-
кеты-носителя, обеспечивающей минимум расхода энергии [1–13]. 

В качестве объекта управления выберем ракету-носитель Falcon 9. Это двух-
ступенчатая ракета, спроектированная и изготовленная компанией SpaceX для 
надежной и безопасной транспортировки спутников и космического корабля 
Dragon на орбиту. Falcon 9 — первая ракета орбитального класса, способная к 
полету.  

Характеристики ракеты-носителя: высота 70 м; диаметр 3,7 м; масса 549 054 
кг; масса топлива 8 300 кг [14]. 

Модель движения центра масс ракеты-носителя в векторной форме можно 
представить как 

1
c 0

0 ,
A P G

a
m

− +
=  

где А — матрица направляющих косинусов; Pc — тяга маршевого двигателя в 
связанной с ракетой системе координат; G0 — вектор гравитационных сил; m — 
масса [11]. 

Этой модели соответствует система однородных дифференциальных урав-
нений шестого порядка. Введем переменные состояния 
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Тогда система дифференциальных уравнений в скалярной форме может 
быть представлена в виде 
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Также следует учесть, что масса ракеты-носителя изменяется, поскольку 
расходуется топливо. Скорость расхода топлива можно описать уравнением 

,dm
dt

= −µ  

где μ — расход топлива. 
Для выведения космического аппарата на орбиту необходим закон управле-

ния. Поскольку угол рыскания и угол крена принимают малые значения, управ-
ление может осуществляться по углу тангажа [8]. 

Зададим значение угла тангажа как управляющее воздействие 

( ).U tϕϕ =  

Итоговая система дифференциальных уравнений в скалярной форме состо-
ит из семи уравнений и может быть представлена в виде  
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где m — масса земли; f — гравитационная постоянная; 2 2 2
1 2 3r x x x= + +  — рас-

стояние до центра земли; µ — расход топлива. 
Для поиска оптимального управления рассмотрим принцип максимума 

Л.С. Понтрягина и основные сложности решения краевых задач. 
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Рассмотрим задачу определения оптимального управления по расходу топ-
лива для объекта, описываемого системой уравнений 
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 (1) 

где — масса земли; f — гравитационная постоянная; 2 2
1 2  r x x= +  — расстоя-

ние до центра земли; µ — расход топлива. 
Управление ( )U tϕ  полагают ограниченным, поскольку оно напрямую опре-

деляет угол тангажа, ( ) .
2

tUϕ

π
≤  Тогда минимизируемый функционал имеет вид 
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Начальные условия выглядят следующим образом: 
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Конечное состояние описывается следующей системой уравнений: 
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Запишем функцию Гамильтона H для рассматриваемой задачи, пола-
гая 0 1p = − : 
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или 
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где Ф — функция, не зависящая от управления. 
Рассмотрим производную Гамильтониана по управлению 
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Управление *  ,u  доставляющее максимум функции Гамильтона, определяется 
следующим образом: 
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Запишем уравнения для вспомогательных переменных: 
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Поскольку нам известны условия в конечный момент времени, можно записать 
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Необходимые условия оптимальности при использовании принципа макси-
мума позволяют сформулировать краевую задачу, состоящую из систем диффе-
ренциальных уравнений (1) и (4) и граничных условий (2), (3) и (5). Искомая 
экстремаль должна содержаться среди решений краевой задачи.  

Из условия максимума гамильтониана не может быть получен закон опти-
мального управления углом в аналитическом виде, поэтому его определение 
сопряжено с необходимостью решения трансцендентных уравнений на каждом 
шаге интегрирования системы дифференциальных уравнений. Метод Ньютона 
и его модификации — одни из самых старых и наиболее распространенных ме-
тодов отыскания нулей трансцендентных функций [3]. 

В силу ряда причин метод Ньютона не является универсальным методом 
расчета оптимальных программ на основе принципа максимума Л.С. Понтряги-
на [1]. В качестве альтернативы к методу Ньютона построим семейство кривых, 
удовлетворяющих решению краевой задачи, управление в которых не является 
оптимальным. Затем, оценив минимизируемый функционал для каждой кри-
вой, выберем кривую, наиболее близкую к искомой (однако отметим, что 
управление при этом не будет являться оптимальным) [9]. 

Для построения семейства кривых будем применять встроенные методы 
решения краевых задач в математическом пакете MATLAB. Для решения крае-
вых задач используется функция bvp4c, она решает краевую задачу для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений ( , ).y f y x=  

Решение ( , ),= f y xy  удовлетворяющее на заданном отрезке этому уравне-
нию и граничным условиям, наложенным на значение функции и ее производ-
ной на концах отрезка, ищется в форме сеточной функции. Отрезок делится 
точками 0 1 2 n kt x x x t< < < < <  и каждой точке ix  ставится в соответствие 
точка   iy . С учетом начальных значений 1x  и 1y  путем аппроксимации произ-

водной 
yy
x
∂

=
∂

  в каждой точке сетки разностным отношением 
y
x

∆
∆

 строится 

система уравнений, из которой находятся значения ix . В процессе ее решения 
сетка ix  может перестраиваться (в частности, сгущаться), при решении исполь-

зуется матрица-якобиан .f
x
∂
∂

 

Для обращения к функции необходимо задать: функцию, вычисляющую 
вектор правых частей; функцию, вычисляющую вектор граничных условий, 
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компоненты которого представляют собой выражения, обращающиеся в нуль в 
начальной или конечной точке. 

Сложность получения решения с помощью встроенной функции заключается 
в том, что необходимо задать гипотетическое решение в виде вектора, для всех 
точек сетки или в виде функции в форме y=quess(x). Заметим, что выбор началь-
ного вектора или вида вспомогательной функции полностью зависит от интуи-
ции пользователя и оказывает существенное влияние на решение задачи [3]. 

Преобразуем уравнения и краевые условия, сформулированные для прин-
ципа максимума Л.С. Понтрягина.  

Поскольку встроенные методы не позволяют пересчитывать управление на 
каждом шаге, необходимо задать функцию ( )U tϕ = ϕ  как дополнительную пе-
ременную состояния, тогда получим следующий вектор состояния:  
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Запишем также гипотетический закон изменения управления  

0tgφ tgφ .Ct= −  

Отсюда можно получить следующую зависимость: 

0φ arctg tgφ .Ct= −    

Условие φ /2≤ π  при таком выборе закона изменения выполняется в силу 
свойств функции arctg. 

Запишем систему дифференциальных уравнений 
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где М — масса земли;  f — гравитационная постоянная; 2 2
1 2r x x= +  — рас-

стояние до центра земли;  µ  — расход топлива. 
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Начальные условия: 
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Конечное состояние описывается системой 
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Для получения более точного решения необходимо задать Якобиан в анали-
тическом виде: 
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С помощью функции bvp4c получим решение краевой задачи в зависимости 
от коэффициента C.  

Семейство кривых для различных значений С представлено на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Решения, полученные с помощью функции bvp4c 
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Сравним эти решения с решениями, полученными с помощью функции 
bvp5c, которые представлены на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Решения, полученные с помощью функции bvp5c 

Видно, что решения, полученные с помощью функции bvp5, являются более 
устойчивыми, поэтому будем проводить поиск наилучшего решения среди кри-
вых на рис. 2. 

Необходимо выбрать решение, при котором функционал 

 ( )
0

( ) ( )
kt

t

J U U dt ttϕ ϕ= ∫  

принимает минимальное значение. 
Данные о значениях минимизируемого функционала в зависимости от кон-

станты С приведены ниже: 
 
С –500 –350 –150 –75 –25 –5 –1 0 

( )( )J U tϕ  4 555,28 4 555,27 4 555,22 4 555,14 4 554,84 4 553,27 4 546,72 759,21 

С 1 5 25 75 150 350 500  

( )( )J U tϕ  4545,95 4 553,16 4 554,80 4 555,13 4 555,21 4 555,26 4 555,27  
 

Видно, что наименьше значение функционал принимает при 0,C =  но этот 
вариант означает, что значение угла тангажа является константой, а значит, 
управление отсутствует. Поэтому рассмотрим более подробно влияние коэффи-
циента С на минимизируемый функционал при условии, что 1 1С− ≤ ≤ : 

 
С –1 –0,8 –0,6 –0,5 –0,4 –0,25 –0,1 

( )( )J U tϕ  4 546,72 4 544,85 4 541,85 4 539,52 4 536,13 4 526,50 4 492,46 

С 0,1 0,25 0,4 0,5 0,6 0,8 1 

( )( )J U tϕ  4 484,77 4 523,42 4 534,20 4 537,98 4 540,56 4 555,26 4 543,89 
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Видно, что наиболее близким к оптимальному будет решение, полученное 
при 0,1.C =  Траектория активного участка выведения представлена на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Траектория активного участка выведения 

Для определения дальнейшей траектории необходимо проинтегрировать 
систему дифференциальных уравнений (1) при нулевой тяге. Моделирование 
этой системы реализуем классическим метод Рунге — Кутты четвёртого по-
рядка с постоянным шагом интегрирования. Полученный результат представ-
лен на рис. 4. 
 

 
Рис. 4. Траектория движения космического аппарата 

Орбита космического аппарата совпадает с геостационарной орбитой, сле-
довательно, краевая задача решена верно. Построим график изменения угла 
тангажа с течением времени. Данная зависимость представлена на рис. 5. 
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Рис. 5. График изменения угла тангажа 

Сравним управление, полученное с помощью функции bvp5c, с оптималь-
ным управлением для принципа максимума: 

 

3 4

3 4
*

3 4

3 4

 при 0,  0;
2

 при 0,  0;
2

0  при 0,  0;
2

0 при 0 , 0.
2

u P P

u P P
u

u P P

u P P

π = < ≥
 π = − ≥ ≥
=  π ≤ ≤ < <

 π
− ≤ ≤ ≥ <


 

Видно, что полученное управление может являться оптимальным для случа-
ев, когда 

 3 4

3 4

0,  0;
0,  0.

P P
P P
≥ <

 ≥ ≥
 

Во втором случае отклонение от угла –π/2 в начале выведения может быть 
связано с достаточно большим временем переходного процесса системы управ-
ления по каналу угла тангажа. 

Заключение. В рамках данной работы были исследованы методы оптималь-
ного выведения космического аппарата на геостационарную орбиту, которые 
позволяют минимизировать расходы ресурсов. Для этого рассмотрены способы 
выведения космического аппарата на орбиту, построена математическая модель 
движения центра масс ракеты-носителя. Для поиска оптимального управления 
изучен принцип максимума Л.С. Понтрягина и основные сложности решения 
краевых задач. С помощью встроенных функций MATLAB получен закон 
управления по углу тангажа и траектории движения ракеты-носителя в эквато-
риальной плоскости. 
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	Различают три основных типа выведения космического аппарата на орбиту: полностью активный вывод (прямое выведение), баллистический вывод, эллиптический вывод.
	При прямом выведении имеется лишь один активный участок, параметры движения в конце которого должны совпадать с требуемыми орбитальными параметрами движения космического аппарата. Этот тип вывода по сравнению с двумя последующими типами является менее...
	Запишем функцию Гамильтона H для рассматриваемой задачи, полагая:
	или
	где Ф — функция, не зависящая от управления.
	Рассмотрим производную Гамильтониана по управлению
	Управление доставляющее максимум функции Гамильтона, определяется следующим образом:
	Запишем уравнения для вспомогательных переменных:
	Поскольку нам известны условия в конечный момент времени, можно записать
	Из условия максимума гамильтониана не может быть получен закон оптимального управления углом в аналитическом виде, поэтому его определение сопряжено с необходимостью решения трансцендентных уравнений на каждом шаге интегрирования системы дифференциаль...
	В силу ряда причин метод Ньютона не является универсальным методом расчета оптимальных программ на основе принципа максимума Л.С. Понтрягина [1]. В качестве альтернативы к методу Ньютона построим семейство кривых, удовлетворяющих решению краевой задач...
	Для построения семейства кривых будем применять встроенные методы решения краевых задач в математическом пакете MATLAB. Для решения краевых задач используется функция bvp4c, она решает краевую задачу для системы обыкновенных дифференциальных уравнений
	Решение  удовлетворяющее на заданном отрезке этому уравнению и граничным условиям, наложенным на значение функции и ее производной на концах отрезка, ищется в форме сеточной функции. Отрезок делится точками  и каждой точке  ставится в соответствие точ...
	Для обращения к функции необходимо задать: функцию, вычисляющую вектор правых частей; функцию, вычисляющую вектор граничных условий, компоненты которого представляют собой выражения, обращающиеся в нуль в начальной или конечной точке.
	Сложность получения решения с помощью встроенной функции заключается в том, что необходимо задать гипотетическое решение в виде вектора, для всех точек сетки или в виде функции в форме y=quess(x). Заметим, что выбор начального вектора или вида вспомог...
	Преобразуем уравнения и краевые условия, сформулированные для принципа максимума Л.С. Понтрягина.
	Поскольку встроенные методы не позволяют пересчитывать управление на каждом шаге, необходимо задать функцию  как дополнительную переменную состояния, тогда получим следующий вектор состояния:
	Сравним эти решения с решениями, полученными с помощью функции bvp5c, которые представлены на рис. 2.
	Видно, что решения, полученные с помощью функции bvp5, являются более устойчивыми, поэтому будем проводить поиск наилучшего решения среди кривых на рис. 2.
	принимает минимальное значение.
	Данные о значениях минимизируемого функционала в зависимости от константы С приведены ниже:
	Видно, что наименьше значение функционал принимает при  но этот вариант означает, что значение угла тангажа является константой, а значит, управление отсутствует. Поэтому рассмотрим более подробно влияние коэффициента С на минимизируемый функционал пр...
	Видно, что наиболее близким к оптимальному будет решение, полученное при  Траектория активного участка выведения представлена на рис. 3.
	Для определения дальнейшей траектории необходимо проинтегрировать систему дифференциальных уравнений (1) при нулевой тяге. Моделирование этой системы реализуем классическим метод Рунге — Кутты четвёртого порядка с постоянным шагом интегрирования. Полу...
	Орбита космического аппарата совпадает с геостационарной орбитой, следовательно, краевая задача решена верно. Построим график изменения угла тангажа с течением времени. Данная зависимость представлена на рис. 5.
	Сравним управление, полученное с помощью функции bvp5c, с оптимальным управлением для принципа максимума:
	Видно, что полученное управление может являться оптимальным для случаев, когда
	Во втором случае отклонение от угла –(/2 в начале выведения может быть связано с достаточно большим временем переходного процесса системы управления по каналу угла тангажа.
	Заключение. В рамках данной работы были исследованы методы оптимального выведения космического аппарата на геостационарную орбиту, которые позволяют минимизировать расходы ресурсов. Для этого рассмотрены способы выведения космического аппарата на орби...

