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Аннотация Ключевые слова 
Развитие многороторных беспилотных летательных 
аппаратов в общем и квадрокоптеров в частности 
позволяет использовать последние в различных сферах 
деятельности человека, а не только для эффектной 
фото- и видеосъемки. При решении более серьезных 
задач (например, при слежении за подвижной целью или 
полете по заданной траектории) к системе управле-
ния квадрокоптером предъявляются достаточно 
высокие требования по качеству и быстродействию. 
Для разработки системы управления необходимо чет-
ко понимать, как функционирует квадрокоптер, как 
осуществляется управление данным объектом, а для 
непосредственной отработки алгоритмов управления 
необходимо наличие наиболее адекватной математи-
ческой модели. В данной статье описан принцип поле-
та и управления квадрокоптером, построена полная 
нелинейная математическая модель квадрокоптера с 
учетом динамики двигателей. 
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Введение. На сегодняшний день квадрокоптеры из средств для развлечения 
превратились в летающие аппараты, помогающие человеку в различных видах 
деятельности. Так, квадрокоптеры активно используются для кадастровой 
аэрофотосъемки, позволяют осуществлять поиск людей и мониторинг пожаров 
в удаленных участках лесных зон, поиск и учет диких животных, доставку гру-
зов на небольшие расстояния, а также применяются для любительской и про-
фессиональной фото- и видеосъемки [1–5]. 

Квадрокоптер — это высокоманевренный летательный аппарат, который обла-
дает слабой устойчивостью, поскольку его динамика сильно подвержена внешним 
ветровым возмущениям ввиду достаточно малой массы [6]. Система управления 
квадрокоптером принципиально должна решать задачи угловой и пространствен-
ной стабилизации, выхода квадрокоптера на заданную высоту (взлет), обеспечивать 
посадку, зависание и полет по заданной траектории [7, 8]. В общем случае к системе 
управления квадрокоптера предъявляются достаточно высокие требования по 
точности и быстродействию с учетом заданных ограничений. 
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Отработка законов управления осуществляется методами математического, 
имитационного и компьютерного моделирования. Для решения этой задачи 
необходимо понимание принципов работы квадрокоптера, механики полета и 
наличие математической модели, описывающей его динамику. Существует до-
статочно большое количество близких по структуре математических моделей 
квадрокоптеров [9, 10]. Ряд математических моделей линеаризуют или преобра-
зуют [11] для удобства решения специализированных задач.  

В статье описан квадрокоптер как объект управления, рассмотрена механика 
его полета и принцип управления, построена полная нелинейная математиче-
ская модель в виде системы дифференциальных уравнений с учетом динамики 
двигателей. 

Принцип работы квадрокоптера. Многороторные летательные аппараты 
могут иметь различные конструктивные конфигурации — схемы. Квадрокоптер 
как частный случай многороторных летательных аппаратов может строиться по 
икс- и плюс-образной схеме (рис. 1). Отличительной особенностью данной схе-
мы является то, что оси OX и OZ пересекают центры двигателей. 

 

 
Рис. 1. Кинематическая схема квадрокоптера 

На кинематической схеме оси OXYZ  образуют связанную систему координат, 
которая жестко связанна с квадрокоптером, оси ст ст стоO X Y Z  формируют старто-
вую систему координат, в которой находится наблюдатель; 1P , 2P , 3P , 4P  — 
подъемные силы, возникающие за счет вращения соответствующих винтов со 
скоростями 1ω , ω2 , ω3 , 4ω ; 1M , 2M , 3M , 4M  — реактивные моменты. Ори-
ентация квадрокоптера в пространстве определяется тремя углами: углом рыс-
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кания ψ  — углом между осью OZ  и плоскостью 0 ст ст ,O Y Z  углом тангажа ϑ  — 

углом между осью OX  и плоскостью 0 ст ст ,O X Z  и углом крена ϕ  — углом 

между осью OX   и плоскостью 0 ст стO X Y .  
Управление движением квадрокоптера осуществляется подачей управляю-

щих напряжений на двигатели, которые приводят во вращение винты, в резуль-
тате чего появляются угловые скорости 1ω , ω2 , ω3 , 4ω , вследствие чего фор-
мируются подъемные силы 1P , 2P , 3P , 4P  и, как следствие, возникает результи-
рующая подъемная сила и соответствующие моменты, которые обусловлены 
реактивным явлением, возникающим от вращения винтов [12]. 

Движение в вертикальной плоскости обеспечивается проекцией суммарного 
вектора подъемной силы Р на вертикальную ось, а поворот по углу рыскания — 
разностью значений угловых скоростей 1ω , ω2 , ω3 , 4ω , причем для поворота в 

положительном направлении необходимо, чтобы угловые скорости ω2  и ω4  

были больше, чем ω1  и 3 ,ω  а для поворота в отрицательном направлении — 
наоборот. Другими словами, поворот по рысканию осуществляется за счет раз-
ницы реактивных моментов, которые возникают при вращении двигателей. 
Изменение углов ориентации обеспечивается из-за разницы в парах подъемных 
сил: 2P , 4P  для угла тангажа и 1P , 3P  для угла крена.  

Преобразование систем координат. Соотношение между стартовой и свя-
занной системами координат можно записать в виде матрицы направляющих 
косинусов: 

 ψ ϑ ϑ − ψ ϑ
 = ψ ϕ)− ψ ϑ ϕ) ϑ ϕ) ϑ ψ ϕ)+ ψ ϕ) 
 ϕ) ψ + ψ ϑ ϕ) − ϑ ϕ) ϕ) ψ − ϕ) ϑ ψ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ( ) ( ) ( ( ) ( ( ) ( ) ( ( ) ( .
( ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ( ( ) ( ( ) ( )

c c s s c
s s c s с c с s s с c s
с s c s s c s с c s s s

R  

Здесь и далее для упрощения формы записи введены обозначения: (.)c  – 
cos(.) , (.)s  – sin(.) . 

Соответственно, перерасчет некоторого вектора = т[ , , ]x y zr  значений из 
стартовой в связанную систему координат осуществляется следующим обра-
зом: 

=св ст ,r Rr  

а для обратного перехода с учетом ортогональности двух систем координат: 

= т
ст св ,r R r  

где матрица направляющих косинусов для обратного перехода имеет следую-
щий вид: 
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 ψ ϑ ψ ϕ)− ψ ϑ ϕ) ϕ) ψ + ψ ϑ ϕ)
 = ϑ ϑ ϕ) − ϑ ϕ) 
 − ψ ϑ ϑ ψ ϕ)+ ψ ϕ) ϕ) ψ − ϕ) ϑ ψ 

т

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ( ( ) ( ) ( ) (
( ) ( ) ( ( ) ( .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ( ( ) ( ( ) ( )

c c s s c s с с s c s s
s c с c s

s c s s с c s с c s s s
R  

Математическая модель динамики квадрокоптера. В общем случае движе-
ние квадрокоптера как твердого тела состоит из движения центра масс и враща-
тельного движения относительно центра масс. Для получения уравнений дви-
жения центра масс квадрокоптера запишем выражения для силы тяги следую-
щим образом:  

 
=

   
   = =   
     

= + + + = ω

= ρ

∑
4

2
1 2 3 4

1

2

0
;

0

;

1 ,
2

x

y

z

pi i
i

pi Y i i

P
P P
P

P P P P P c

c C S r

P

 (1) 

где P  — вектор силы тяги в связной системе координат; Р — суммарная тяга — 
получаемая в результате действия четырех двигателей в связанной системе коор-
динат; pic  — коэффициент силы тяги; ρ — плотность воздуха (1,225 кг/м3), кото-

рая соответствует плотности сухого воздуха при 15 °С и давлении 101330 Па;  

YC  — коэффициент подъемной силы — определяется эмпирически, для 

квадрокоптеров находится обычно в пределах от 0,2 до 1,3; iS  — площадь, 

окружности, которую описывает крутящий i-й винт радиусом ir . 
Проекция силы тяги в стартовой системе координат определяется следую-

щим образом: 

( )
( )

( )

 ψ ϕ) − ψ ϑ ϕ
 = = ϑ ϕ 
 ϑ ψ ϕ + ψ ϕ) 

т
ст

( ) ( ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( ) ( ) ( ) (

P s s c s с
P с с

P s s с c s
P R P  

Сила сопротивления воздуху f  и сила тяжести G  определяются следующим 
образом: 

 
 

=  
 
 

;
x

y

z

f
f
f

f  

 
 = − 
  

0
,

0
mgG  
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а каждая проекция силы сопротивления воздуха на оси связанной системы ко-
ординат определяется исходя из следующего соотношения: 

ρ
=

2

0 ,
2

i
i x

V
f C S  

где iV  — проекция линейной скорости на соответствующую ось; S  — харак-

терная площадь поверхности квадрокоптера; 0xC  — безразмерный коэффици-
ент лобового (аэродинамического) сопротивления, учитывающий обтекаемость, 
который находится в диапазоне от 0,2 до 1,2. Максимальная скорость движения 
квадрокоптера составляет 263 км/ч, или 73 м/с [13], однако для серийных моделей 
максимальное значение скорости не превышает 40 м/с, следовательно, макси-
мальную силу сопротивления воздуха при характерной площади равной 0,01 м2 
можно определить как 

⋅
= =

2

max
1,225 40

0,4 0,01 3,92
2

f  Н. 

Учитывая, что максимальная сила сопротивления воздуха на порядок 
меньше величины подъемной силы, а также большую вычислительную и 
пространственную сложность компьютерного моделирования атмосферной 
обстановки и ветровых возмущений для исследования динамики квадроко-
птера можно принять = 0.if  Однако исключать if  из последующих уравне-
ний не будем для сохранения адекватности получаемой математической мо-
дели. 

Таким образом, уравнение движения центра масс в векторном виде можно 
записать следующим образом:   

= − −

т
ст .mr R P f G  

В поэлементном виде получим следующую систему из трех дифференциаль-
ных уравнений: 

( )

( )

( )

 − ϑ −
=


ϑ − −

=


ϑ ψ + ψ −
=









(ψ) (φ) (ψ) ( ) (φ)
;

( ) (φ)
;

( ) ( ) (φ) ( ) (φ)
.

x

y

z

P s s c s c f
x

m
P c c f mg

y
m

P s s c c s f
z

m

 

Угловое движение квадрокоптера в связанной системе координат описыва-
ется системой из трех уравнений — динамических уравнений Эйлера: 
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 ω + − ω ω =


ω + − ω ω =
 ω + − ω ω =







( ) ;
( ) ;
( ) ,

x x z y y z x

y y x z z x y

z z y x y x z

I I I M
I I I M
I I I M

 

где xI , yI , zI  — моменты инерции относительно соответствующих осей ,OX  

OY  и ;OZ  ω ,x  ω ,y  ωz  — проекции угловой скорости; ,xM  ,yM  zM  — про-

екции суммарного момента, действующего на квадрокоптер, которые можно 
записать в следующем виде:  

= + +

=

= + +

;
;

,

x qx mx px

y qy

z qz mz pz

M M M M
M M
M M M M

 

где ,qxM  ,qyM  qzM  — моменты, создаваемые разницей сил тяги, формируемых 

соответствующими парами винтов, с помощью которых происходит управлени-
ем углами крена, рыскания и тангажа; miM  и piM  — гироскопические моменты 

двигателей и винтов. Все эти моменты могут быть вычислены следующим обра-
зом: 

= −

= + − −

= −

= ω

= ρ

= ω ω +ω −ω −ω
= ω ω +ω −ω −ω
= ω ω +ω −ω −ω

= ω ω +ω −ω −ω

3 1

2 4 1 3

2 4

2

3

1 3 2 4

2 4 1 3

1 3 2 4

2 4 1 3

( ) ;
;

( ) ;

;
1 ;
2

( );
( );
( );
( ),

qx

qy

qz

i pi i

pi Y i i

mx m z

mz m x

px p z

pz p x

M P P l
M M M M M
M P P l

M m

m C S r

M I
M I
M I
M I

 

где pim  — коэффициент момента; l  — расстояние от оси вращения вала двига-

теля до центра масс квадрокоптера; mI  — осевой момент инерции вала ротора 

двигателя; pI  — осевой момент инерции винта. Величины ωm zI  и ωp zI  явля-

ются кинетическими моментами двигателей и винтов соответственно. Если рас-
крыть скобки в уравнениях гироскопических моментов ,mxM  ,mzM  ,pxM  

,pzM  то становится видно, что суммарные гироскопические моменты пред-
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ставляют собой сумму гироскопических моментов от валов роторов двигателей 
( , )mx mzM M  и вращающихся винтов ( , ).px pzM M  

Несмотря на то что динамические уравнения Эйлера описывают динамику 
вращательного движения квадрокоптера, их недостаточно для определения уг-
лов тангажа, крена и рыскания, которые определяются относительно стартовой 
или некоторой навигационной системы координат. Динамика углов описывает-
ся системой из трех дифференциальных уравнений — кинематических уравне-
ний Эйлера, имеющих следующий вид: 

= ω − ϑ ω −ω
 ω −ωψ = ϑ
ϑ = ω +ω







φ ( )( (φ) (φ));
(φ) (φ)

;
( )

(φ) (φ).

x y z

y z

z y

tg c s
c s

c
s s

 

Таким образом, полная математическая модель, описывающая простран-
ственную и угловую динамику квадрокоптера, состоит из девяти дифференци-
альных уравнений: 
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ψ − ψ ϑ −
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


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;
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(φ) (φ)

;
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




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
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













 +ω (φ) (φ).ys

 (2) 

Математическая модель двигателей. Управление скоростью вращения вин-
тов квадрокоптера осуществляется изменением уровня управляющих напряже-
ний (или скважностью, если управляющий сигнал широтно-импульсный). Как 
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правило, двигатели квадрокоптера — это двигатели постоянного тока, облада-
ющие своей динамикой. Поэтому в математической модели квадрокоптера 
необходимо учесть также динамику двигателей.  

Наиболее часто в квадрокопте-
рах применяют бесколлекторные 
двигатели, якорь которых представ-
ляет собой набор неодимовых маг-
нитов, а статор состоит из обмотки 
возбуждения, на который подается 
управляющее напряжение. В отли-
чие от коллекторных двигателей, 
где якорь вращается внутри статора, 
у бесколлекторных якорь вращается 
вокруг статора, который находится 

внутри [14]. В таком случае необходимо описать динамику цепи статора, а не 
якоря. Электрическая схема двигателя представлена на рис. 2. 

Электрическая составляющая двигателя описывается следующим диффе-
ренциальным уравнением: 

 = + + пр .dIU RI L E
dt

 (3) 

Здесь U  — управляющее напряжение, поступающее на вход двигателя; R  — 
активное сопротивление обмотки статора; L  — индуктивная составляющая об-
мотки статора; прE  — противоЭДС, наводимое магнитным полем Ф якоря в об-
мотке статора, которое рассчитывается следующим образом: 

=пр 30 Ф,eE С  

где eС  — электрическая постоянная. 
Для двигателей малой и средней мощности индуктивная составляющая прE  

на несколько порядков меньше остальных составляющих в уравнении (3), а сле-
довательно, ей можно пренебречь. Механическая составляющая описывается 
следующим дифференциальным уравнением: 

 
ω

= +µωмФ dС I J
dt

 (4) 

где мС  — электромеханическая постоянная; J  — суммарный момент инерции 
ротора двигателя и винта; µ  — коэффициент трения подшипника ротора;  I  — 
ток в обмотке статора; ω  — угловая скорость вращения винта. 

Объединяя уравнения (3) и (4) для электрической и механической частей дви-
гателя, можно записать математическую модель каждого двигателя квадрокоптера 
в виде системы из двух дифференциальных уравнений первого порядка: 

 
Рис. 2. Принципиальная схема двигателя 

постоянного тока 
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− =
 −µωω
 =


м

;

Ф .

dI U RI
dt L

C Id
dt J

 

Величины R, м ,C  Ф, L, µ  будем считать равными для каждого двигателя ввиду 
достаточно высокого качества технологических процессов производства, а также с 
учетом того, что даже влияние небольших девиаций этих параметров на динамику 
системы могут быть легко скомпенсированы системой управления. Для всех четырех 
двигателей можно записать следующую систему дифференциальных уравнений: 

 

− ω −µω = =
 − ω −µω = =

 − ω −µω = =


− ω −µω = =

1 1 1 1 м 1 1

2 2 2 2 м 2 2

3 3 3 3 м 3 3

4 4 4 4 м 4 4

Ф
; ;

Ф
; ;

Ф
; ;

Ф
; ;

dI U RI d C I
dt L dt J
dI U RI d C I
dt L dt J
dI U RI d C I
dt L dt J
dI U RI d C I
dt L dt J

 (5) 

Полная математическая модель квадрокоптера в форме Коши. Для иссле-
дования динамики квадрокоптера методами численного моделирования, т. е. 
численного решения задачи Коши, описание система должно быть приведено к 
нормальной форме Коши, т. е. к системе дифференциальных уравнений первого 
порядка. Для этого для систем уравнений (2) и (5) сформируем следующие век-
тора (вектора состояния) для замены переменных: 

 

  
  
  
  
  
  
  

= =    ω  
ω  
 ω 
  
   ψ  
ϑ      







1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

;

φ

x

y

z

xx
xx
yx
yx
zx
zx

x
x
x
x
x
x

X  

   
   ω
   
   

ω   = =   
   ω
   
   

ω      

1 1

2 1

3 2

4 2

5 3

6 3

7 4

8 4

.

y I
y
y I
y
y I
y
y I
y

Y  (6) 

Тогда полная математическая модель квадрокоптера, описывающая дина-
мику самого квадрокоптера и динамику двигателей с учетом замены перемен-
ных из уравнения (6), в нормальной форме Коши будет иметь следующий вид: 
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где величина Р определяется на основании уравнения (1), которое с учетом 
принятой замены переменных примет вид 

= + + + = ω + ω + ω + ω = + + +2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 2 4 6 8 .p i p i p i p i p p p pP P P P P c c c c c y c y c y c y  
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Выводы. В работе рассмотрен квадрокоптер как объект управления, описан 
принцип его работы и управления, получена полная математическая модель, 
описывающая его угловую и пространственную динамику с учетом динамики 
двигателей, как в виде системы дифференциальных уравнений, так и в нор-
мальной форме Коши. 
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Abstract Keywords 
Development of multirotor UAVs and quadcopters as a 
special case make it possible to use in different areas of 
human life, not only for effective photo and video. In more 
serious tasks, for instance, in target tracking or in trajecto-
ry tracking by UAV, the control system should obey to high 
requirements, especially in accuracy and response rate. 
Design of such control demand the knowledge of quadcop-
ter flight and control dynamics and also the adequate 
mathematical model for testing and debugging. In this 
paper flight and control dynamics of the quadcopter is 
discussed, and full nonlinear dynamical model including 
motors dynamics is presented. 
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