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Введение. В настоящее время роботы больше не являются инструментами для 
выполнения стереотипных и простых задач. На данной ступени развития они 
перешли эти границы и теперь способны решать множество сложных задач с 
высокой точностью и скоростью, выполнение которых затруднительно, в том 
числе и для людей. 

Одним из примеров таких задач, для выполнения которых следует эффек-
тивно и быстро принимать решения в заданной ситуации, является игра в пинг-
понг. Эта игра — большое испытание для роботов на текущей стадии их разви-
тия. Данные испытания проводятся до сих пор, что обусловлено необходимо-
стью быстрой реакции робота и бесконечным поиском способов удара по мячу. 
Именно поэтому изучение подобных задач способствует развитию современно-
го уровня робототехники и алгоритмов в целом [1, 2]. 

Постановка задачи. В этой статье будем строить 2D-модель робота, играю-
щего в пинг-понг (в плоскости), противником которого будет являться такой же 
робот (рис. 1). 

Частные задачи: 
– составить уравнения, которые описывают движения мячика; 
– определить точку, в которой манипулятор должен ударить по мячику; 
– выбрать желаемую траекторию мячика после удара; 
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– вычислить скорость и ориентацию ракетки в момент удара, чтобы мячик 
летел по определенной траектории; 

– построить нужную траекторию движения манипулятора. 
 

 
Рис. 1. Задача игры в пинг-понг 

Условия и ограничения. Для упрощения задачи моделирования при нашей 
модели мы не будем учитывать следующие факторы: 

– сопротивление воздуха; 
– вращения мячика (и, следовательно, эффект Магнуса [3]). 
Модель робота. Будем рассматривать движение 3R-робота в плоскости (рис. 2), 

поскольку требуется двигать ракетку в плоскости и менять ее ориентацию. 

 
Рис. 2. Кинематическая модель робота 

Прямая кинематическая модель [4]. Эта модель необходима, чтобы знать по-
зицию и ориентацию ракетки при текущих углах поворота звеньев. Для построения 
модели спроецируем звенья робота на заданные фиксированные координаты: 

1 1 2 12 3 123

1 1 2 12 3 123

1 2 3

;
;

,

l c l c l c x
l s l s l s y
q q q

 + + =
 + + =
 + + = ϕ

 

где 1 2 3, ,l l l  — длины звеньев робота; x, y — координаты центральной точки ракет-
ки; ϕ — угол, показанный на рис. 2; cos( );ij i jc q q= +  sin( );ij i js q q= +  1 2 3, ,q q q  — 
углы звеньев робота (см. рис. 2). 
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Обратная кинематическая модель [4]. Эта модель необходима для того, 
чтобы рассчитать углы суставов, при которых ракетка находилась бы в желае-
мой позиции и ориентации. 

Чтобы вычислить углы суставов робота, запишем следующие уравнения: 

2 3

2 3

;
,

x x l c
y y l s

ϕ

ϕ

= −

= −
 

где 2 2,x y — координаты центральной точки второго сустава; 

 
2 2 2 2

2 2 2 2 1 2 2 2
2 2 1 2 1 2 2 2

1 2

2 arccos [0 , 180 ] .
2

l l x y
x y l l l l c q

l l
 + − −

+ = + − ⇒ = ∈ ° °  
 

 (1) 

Если локоть робота находится в верхнем положении, то можно записать 

2 2 2 2
1 2 2 2

2
1 2

arccos ;
2

l l x y
q

l l
 + − −

= −   
 

 

2 2

2 2 1 2 2

1

arctg 2( , );
arctg 2( , );

y x
l s l l c

q

β =
α = +
= β−α

 

 1 2 2 2 2 1 2 2arctg 2( , ) arctg 2( , ) ;q y x l s l l c⇒ = − +  (2) 

 3 1 2 .q q q= ϕ− −  (3) 

Матрица Якоби [5]. Используя эту матрицу и зная линейную и угловую ско-
рость ракетки, можно рассчитать необходимые угловые скорости суставов робота: 

 
1 1 2 12 3 123 2 12 3 123 3 123

1 1 2 12 3 123 2 12 3 123 3 123 ;
1 1 1

l s l s l s l s l s l s
J l c l c l c l c l c l c

 − − − − − −
 

= + + + 
 
 

 (4) 

1 2 2det ;J l l s=  

1
2(if det( ) 0 0);X Jq q J X J s−= ⇒ = ≠ ⇒ ≠ 

   

 
1

1
2

3

,
Rx

Ry

q v
q J v
q

−

   
   

=   
   ϕ   







 (5) 

где 1 2 3, ,q q q   — угловые скорости звеньев робота; ,Rx Ryv v  — скорости ракетки по 
осям 0 0,x y  соответственно; ϕ  — это угловая скорость ракетки вокруг оси 0 .z  
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Планирование траектории ракетки. В рамках поставленной задачи в мо-
мент времени t0 робот начинает двигаться из текущей точки P0 с начальной ну-
левой скоростью, робот должен прибывать в точку Ph в момент времени tf, ско-
рость ракетки в этой точке должна составлять vR. 

Таким образом, для каждого звена можно записать следующие условия 
движения: 

,0 0 ,

,0 ,

( ); ( );
0; ( ).

i i i f i f

i i f i f

q q t q q t
q q q t

= =

= =  

 

Эти условия можно реализовать, если ( )iq t  является полиномом 3-й степени [5]: 

3 2( ) .i i i i iq t a t b t c t d= + + +  

Подставим ограничительные условия: 

,0
3 2

,

,0
2

,
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b

t
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a
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 (6) 

Удар мячика о ракетку. Уравнения столкновения с ракеткой [6]. Запишем 
скорости мячика относительно ракетки: 

 ,

,

;

,
B rel B R

B rel B R

− −

+ +

= −

= −

v v v

v v v
 (7) 

где , ,B rel
−v  ,B rel

+v — скорость мячика до и после удара относительно ракетки; 

B
−v , B

+v  — скорость мячика до и после удара; Rv  — скорость ракетки. 
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Для упрощения опустим индексы и введем обозначения , ;B rel
− −=v v  , .B rel

+ +=v v  
Будем считать, что мячик теряет часть скорости по направлению n после от-

ражения. Это можно учесть с помощью коэффициента восстановления k [7] и 
относительных скоростей (см. рис. 3): 

 ,n nv kv+ −= −  (8) 

где nv+  — проекция +v на n; n
−v  — проекция −v  на n. 

 

 
Рис. 3. Скорости мячика относительно ракетки 

Предполагаем, что скорость по оси t не меняется (рис. 4): 

 ,t tv v+ −=  (9) 

где tv+  — проекция +v на t; tv−  — проекция −v на t. 
 

 
Рис. 4. Скорости мячика относительно ракетки 
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Из (9) можно вывести следующее: 
+ −= +λv v n.  

Проецируя это уравнение на вектор n, получим: 

( )

( )

1
n n

n

kv v

k v

+ −

− −

−

⋅ = + λ ⋅

⇒ − = +λ

⇒ λ = − +

v n v n n

 

(1 ) .nk v+ − −⇒ = − +v v n  

Предположим, что скорость vR параллельна вектору нормали к поверхности 
ракетки n. 

Нахождение ориентации ракетки. Если B
+v  и B

−v  известны, можно опреде-
лить требуемую ориентацию. Для этого используем уравнение (9) и уравнение 
(7) в форме 

t tv v+ −=  или ,Bt Bt
+ −=v v  

где t — вектор, касательный к ракетке; n — вектор, нормальный к ракетке; 
,Bt Bt

+ −v v  — проекция скоростей до и после удара на ось t. 
Поэтому можно определить ориентацию ракетки так, чтобы уравнение (9) 

было справедливым. 
Предположим следующее: 

 ,B B

B B

n
+ −

+ −

−
=

−


v v
v v

  

поскольку ,⊥t n  найдем t следующим образом:  

0 1
.

1 0
А

− 
= ⋅ 
 

t


n  

Докажем, что t и n  удовлетворяют уравнению (9): 

( )1 ;B B
B B

A A A+ −
+ −

= ⋅ = ⋅ − ⋅
−

t n v v
v v

 

0

1 ( ) .B B B B B
B B

A A+ + + + −
+ −

=

 
 ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
 −  

t


v v v v v
v v
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Так как( )BA +⋅v  перпендикулярен ,B
+v  

0

1
B B B B B

B B

t A A− − + − −
+ −

=

 
 ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
 −  



v v v v v
v v

 

.B B
+ −⇒ ⋅ = ⋅t tv v  

Это то, что мы стремились доказать. Таким образом, 

 ( )arctg 2 ( ),( ) .By By Bx Bx
+ − + −ϕ = − −v v v v  (1) 

Вычисление требуемой скорости ракетки. Чтобы у мячика была желаемая 
скорость ,B

+v  можно выбрать ,Rv  параллельную n. На основе уравнения (8) за-
пишем 

( )
( )

;

(1) ;

1 ;

,
1

B R B R

R B B

B B
R

k

k

k k

k
k

+ −

+ −

+ −

+ −

⋅ = − ⋅

⇒ ⋅ − ⋅ = − ⋅ − ⋅

+ ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ + ⋅
⋅ =

+

vv n n

v n v n v n v n

v n v n v n

v n v n
v n

 

подставим .
c
s
ϕ

ϕ

 
=   
 

n  Будем иметь 

 ; .
1

Bx By Bx By
R R R R

v c v s kv c kv s c
sk

+ + − −
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

+ + +  
= ⋅ = =   +  

nv v v v  (2) 

Простая модель траектории мяча. Путь мяча над столом состоит из двух 
этапов: этап до удара со столом и этап после удара. 

Упрощенная модель движения мяча. Мяч начинает лететь с начальной ско-
ростью 0 .v  Будем считать, что единственная сила, действующая на него, это си-
ла тяжести: 

;
.

m
m m

=∑
=

F a
g a

 

Проецируя на ось y0, получим: 

0

2
0 0

;
( ) ;

1( ) .
2

y

y

y g
y t gt v

y t gt v t y

= −
= − + −

= − + +
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В проекции на ось x запишем: 

0 0

0 0

0;
( ) ;
( ) ;

x

x

x
x t x v
x t v t x

=
= =
= +



   

0
0 0

0

( )
( ) .x

x

x t x
x t v t x t

v
−

= + ⇒ =  

Подставим  t: 
2

0 0
0 0

0 0

( ) ( )1( ) ;
2 y

x x

x t x x t x
y x g v y

v v
   − −

= − + +   
   

 

 
2

0 0 02 0 0
02 2 2

0 00 0 0

( ) .
2 2

y y

x xx x x

v v xgx gxgy x x x y
v vv v v

a b c

     −−
= + + + − − +          
     
  

 (3) 

Определим желаемую траекторию мяча. Для этого можно выбрать три точ-
ки. В нашей модели будем выбирать траекторию простым или произвольным 
образом. Первая точка — это точка удара мяча о ракетку. Вторая точка должна 
быть выше сетки и иметь случайную высоту. Третья точка должна быть на сто-
роне противника. 

После того как три точки выбраны, найдем константы уравнения ( ),y x  ре-
шив систему уравнений: 

 

2
1 11

2
2 2 2

2
3 3 3

1

1 .

1

x xy a
y x x b
y cx x

    
    

=     
         

 (4) 

Найдем требуемую скорость мячика после удара из уравнения (13): 

 

02
0

00 0
0 02

00 0

;
22

.

x
x

y
y x

xx x

g ga v
av

vgx gx
b v bv

vv v

+

+ +
+

 − −
= ⇒ =  
 

 −
= + ⇒ = +  
 

 (5) 

Модель простого столкновения со столом. Предполагая, что условия удара 
почти идеальны и что вращением мяча пренебрегают, можно считать удар мяча 
об стол подчиняющимся законам отражения света, но необходимо учесть 
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уменьшение составляющих скорости, так как оно имеет значительное влияние 
на форму траектории: 

;
,

ex ix

ey y iy

v v
v k v

≈
= −

 

где ev  — скорость после удара об стол; iv  — скорость до удара об стол; yk  — 
коэффициент реституции, зависящий от особенностей мяча и стола, обычно 
принимают 0,88yk ≈  [8, 9]. 

Траектория после удара об стол также является параболой, движение начи-
нается со скоростью .ev  Уравнения параболы имеют вид 

21( ) ( ) ;
2

( ) ( ) ,

b ey b

ex b b

y t g t t v t y

x t v t t x

= − − + +

= − +
 

где bt  — момент столкновения со столом; ,b bx y  — координаты точки столкно-
вения. 

2D-моделирование. Выполним симуляцию, чтобы убедиться, что получен-
ные уравнения движения и столкновения верные. Начнем с 2D-моделирования, 
это упростит дальнейшие построения и позволит понять метод работы в 3D-
пространстве. 

Шаги симуляции игры в 2D-пространстве. Для симуляции необходимо 
выполнить следующие шаги: 

1) определить точку удара мяча о ракетку ( , );hP x y  

2) вычислить −v в точке удара ( , );hP x y  
3) из уравнения (14) определить желаемую траекторию мячика; 
4) из выражения (15) вычислить ;+v  
5) по вычисленным ,− +v v  с использованием (11) и (12) найти ϕ и ;Rv  
6) по определенным ( , )hP x y  и ϕ, используя (1) и (2) и (3), вычислить 

1, 2, 3,, , ;f f fq q q  
7) по известным 1, 2, 3,, , ,f f fq q q  используя выражения (4), вычислить J  (мат-

рицу Якоби); 
8) зная J и Rv  и используя (5), вычислить 1, 2, 3,, , ;f f fq q q    
9) из выражения (6) вычислить константы уравнений звеньев робота. 
Реализация модели. Мы реализовали эту модель на языке C# с помощью 

библиотеки OpenGL [10]. Желаемая траектория мяча выбирается произволь-
ным образом, и это происходит через произвольный выбор трех точек, первая 
из которых является точкой удара с ракеткой, вторая расположена выше сетки, 
а третья находится на половине стола в стороне оппонента. Результат симуля-
ции показан на рис. 5. 
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Рис. 5. Реализация модели на языке C# и в библиотеке OpenGl 

Заключение. В ходе работы рассмотрена кинематическая модель робота, иг-
рающего в пинг-понг в плоскости. Представлены расчеты уравнений движения 
мяча, уравнения столкновения с ракеткой и со столом с учетом только силы тя-
жести и без учета вращения. Рассчитана скорость ракетки в момент удара, необ-
ходимая для того, чтобы мяч летел по заданной траектории. Решены обратная и 
прямая кинематические задачи для выбранного робота. С использованием из-
вестных скорости и позиции мяча в момент удара построены функции движе-
ния звеньев робота от времени. На языке C# с помощью библиотеки OpenGL 
реализована 2D-модель, в которой два манипулятора играют в пинг-понг друг 
против друга. Эта 2D-модель является первым шагом на пути построения 3D-
модель робота, играющего в пинг-понг. 
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Abstract Keywords 
The paper is devoted to kinematic model of a robot 
playing table tennis in plane. The conditions and limita-
tions of the collision of the ball with the table and envi-
ronmental conditions are determined. The equations of 
ball motion are presented, as well as the equations of its 
collision with a racket and with a table. Calculations are 
given of the racket speed at the moment of impact, neces-
sary for the ball to fly along the chosen path. The inverse 
and direct kinematic problems are solved for the selected 
robot. Using the known speed and position of the ball at 
the moment of impact, the dependences of the robot links 
movement on time are calculated. A 2D model in which 
two manipulators play table tennis with each other is 
implemented in the C# language using the OpenGL 
library. 
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covery coefficient, direct kinematic 
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