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Аннотация Ключевые слова 

Математическую модель однозвенного или много-
звенного сферического маятника можно применять 
в качестве модели, описывающей динамику различ-
ных технических систем, в том числе и биомеха-
нических систем. Для разных задач можно исполь-
зовать описание как для случая математического, 
так и для случая физического сферического маят-
ника. В работе описан процесс получения матема-
тических моделей сферического маятника в декар-
товой системе координат как для математиче-
ского, так и для физического случая, в каждом из 
которых рассматриваются системы как при от-
сутствии диссипативных сил, так и при их нали-
чии. Численное моделирование систем реализуется 
явным одношаговым методом Рунге — Кутты 4-го 
порядка. 
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Введение. Сферический маятник — это нелинейная динамическая система, кото-
рую можно использовать в качестве математической модели, описывающей  
динамику различных систем, в том числе и биомеханических систем [1, 2]. Сфе-
рический маятник можно рассматривать как для математического, так и для фи-
зического случая. Математический сферический маятник, кинематическая схема 
которого представлена на рис. 1, а, состоит из материальной точки массой mт, 
прикрепленной к условной точке подвеса невесомым стержнем длиной l [3–5]. 
Физический сферический маятник, кинематическая схема которого представлена 
на рис. 1, б, состоит из шара радиуса r массой bm , стержня длиной l и массой lm , 
прикрепленного к условной точке подвеса O [5, 6].  

В работе [7] был рассмотрен процесс получения математических моделей 
для математического и физического сферического маятника в сферической си-
стеме координат. В данной работе рассматривается аналогичная задача, но  
в декартовой системе координат, описание исследуемой системы в которой 
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удобнее использовать для решения задач позиционного и координирующего 
управлений [8, 9]. Моделирование полученных математических моделей реали-
зуется методом Рунге — Кутты 4-го порядка [10, 11]. В заключении приводятся 
результаты численного моделирования. 
 

 

а б 

Рис. 1. Кинематические схемы сферического маятника 
а — математический; б — физический  

Математический сферический маятник. Для получения математической 
модели однозвенного сферического маятника используем второй закон Ньюто-
на в декартовой системе координат, который запишется в векторном виде сле-
дующим образом: 

 ,m m= + +a g N u  (1) 

где m — масса шара; a  — ускорение шара; g  — ускорение свободного падения; 
N  — сила натяжения стержня; u  — вектор управляющих воздействий.  

Систему дифференциальных уравнений, описывающих движение сфериче-
ского маятника в декартовой системе координат, можно записать в виде 

 
2 ;
2 ;

2 ,

x

y

z

mx u x
my u y
mz mg u z

 = + λ
 = + λ
 = , + + λ







 (2) 

где , ,x y zu u u  — проекции управляющего момента на оси координат; λ — ко-

эффициент пропорциональности, связывающий годограф вектора точки дви-
жения массы с поверхностью сферы радиусом l [12]. Другими словами, коэф-
фициент пропорциональности λ должен удовлетворять системе из трех урав-
нений: 
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где Ф — функция уравнения поверхности, которая имеет вид 

 2 2 2 2Ф( , , , ) 0.t x y z x y z l= + + , =   

С использованием метода, описанного в работе [12], λ для рассматриваемой 
системы можно записать в следующем виде: 

 
2

2

( )
,

2
x y zu x u y u z mgz mv

l

, + + + ,
λ =  (3) 

где v  — вектор линейных скоростей, а 2 2 2 2v x y z= + +   . 
После подстановки соотношения (3) для найденной λ в соотношение (2) и 

соответствующих преобразований, получим следующую систему из трех диф-
ференциальных уравнений, описывающих динамику однозвенного математиче-
ского сферического маятника в декартовой системе координат: 
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где 1 ( ).x y zU l u x u y u z= + +  
Для численного моделирования рассматриваемой системы необходимо по-

лучить описание системы (4) в форме Коши [10, 11], для чего выполним следу-
ющую замену переменных: 
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где x  — вектор состояния системы.  
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Тогда описание системы в форме Коши будет состоять из шести следующих 
дифференциальных уравнений первого порядка: 
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где 1 3 51 ( );x y zU l u x u x u x= + +  2 2 2 2
2 4 6v x x x= + +  переписаны через элементы 

вектора состояния x  в форме Коши. 
Полученная математическая модель (6) не учитывает наличие диссипатив-

ных сил, присутствующих в физической системе. Поэтому, введем диссипатив-
ную функцию Рэлея [13], которая в декартовой системе координат записывается 
в следующем виде: 

 ,x y zx i y j z k= µ + µ + µR     (7) 

где xµ , yµ , zµ  — коэффициенты демпфирования. С учетом предположения  

о том, что система изотропна их можно принять равными между собой: 

x y zµ = µ = µ = µ .  

Соотношение (1) с учетом диссипативных сил примет вид 

 .m m= + + +a g N u R   

Очевидно, что учет диссипативных сил выражается в дополнительном сла-
гаемом в системе дифференциальных уравнений в векторном виде, а следова-
тельно, аналогичное будет справедливо и для системы дифференциальных 
уравнений, записанной в проекциях на соответствующие оси: 
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Описание полученной системы в форме Коши формируется с таким же век-
тором состояния x , описанным уравнением (5), и имеет следующий вид: 
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Физический сферический маятник. Математическая модель физического 
сферического маятника будет описывать движение центра масс всей системы, 
который движется по поверхности сферы радиуса cr . Система дифференциаль-
ных уравнений, описывающая движение центра масс системы, по аналогии с 
рассмотренным ранее случаем математического сферического маятника, имеет 
следующий вид: 
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где , ,c c cx y z  — координаты центра масс; сv  — линейная скорость центра масс; 
m  — масса точки; cr  — радиус-вектор центра масс, которые определяются сле-
дующими соотношениями: 

2 2 2 2 ;
;

2 ( )
;

2( )
1( ).

с с с с

l b

l b
c

l b

c x c y c z c

v x y z
m m m

m l m r l
r

m m

U u x u y u z
l

= + +
= +

+ +
=

+

= + +

  

 

Линейная скорость центра масс зависит от угловой скорости движения тела 
относительно мгновенной оси, проходящей через точку начала координат, сле-
дующим образом: 
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 c cr= ω⋅ω   

или в виде проекций на оси декартовой системы координат 
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Выражения для линейных скоростей центра шара в проекции на оси декар-
товой системы координат ( , ,b b bx y z ) примут следующий вид: 
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Координаты центра шара можно определить с помощью масштабирования 
вектора cr , следующим образом: 

,
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где cK l r r= +  — коэффициент масштабирования. 
Таким образом, система дифференциальных уравнений, описывающих дви-

жение физического маятника, состоящая из системы дифференциальных урав-
нений в форме Коши и алгебраических уравнений, связывающих траектории 
движения центра масс и центра шара маятника, имеет следующий вид: 

 

1 2
2

5
2 12

3 4
2

5
4 32

5 6
2

5
6 52

;

;

;

;

;

;

x

c

y

z

c

x x
u Ul mgx mv

x x
m mr

x x
u Ul mgx mv

x x
m mr

x x
u Ul mgx mv

x g x
m mr

=
 − + − = +
 =
 − + − = +

 =


− + − = − +















 (8) 



Математическое моделирование однозвенного сферического маятника в декартовой … 

Политехнический молодежный журнал. 2020. № 01 7 

 

7 1

8 2

9 3

10 4

11 5

12 6

;

;

;

;

;

.

c

c

c

x Kx

rx x
r

x Kx

rx x
r

x Kx

rx x
r

=

 =

 =



=

 =


=


  (8) 

Математическая модель, заданная системой уравнений (8), получена без 
учета наличия диссипативных сил. Для учета диссипации введем диссипатив-
ную функцию Рэлея, соответствующую уравнению (7). Аналогично рассмотрен-
ному ранее подходу, получим систему дифференциальных уравнений, описы-
вающих динамику физического сферического маятника с учетом диссипатив-
ных сил в декартовой системе координат:  
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Описание полученной системы в форме Коши формируется с таким же век-
тором состояния x , как и ранее, и имеет следующий вид: 
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Численное моделирование системы. Моделирование полученных матема-
тических моделей реализуется явным одношаговым методом Рунге — Кутты 4-
го порядка [10, 11]. Для систем дифференциальных уравнений физического 
сферического маятника (8), (9) решение формируется из численного решения 
задачи Коши для первых шести уравнений и последующего расчета значений 
величин по оставшимся шести алгебраическим уравнениям на каждом шаге. 

 
Модель имеет следующие параметры: 
Масса маятника mт, кг  .....................................................................................................................  10 
Масса шара mb, кг  .............................................................................................................................  9,9 
Масса стержня ml, кг  .......................................................................................................................  1,1 
Радиус шара r, м  ...............................................................................................................................  0,1 
Длина стержня l, м (математический маятник)  ..........................................................................  1 
Длина стержня l, м (физический маятник)  ...............................................................................  0,9 
Управляющее воздействие по x , Н  ...............................................................................................  0 
Управляющее воздействие по y , Н  ..............................................................................................  0 
Управляющее воздействие по z , Н  ...............................................................................................  0 
Коэффициент демпфирования µ, Дж ⋅ с2/м2  ..............................................................................  0,5 

 
При моделировании системы без диссипации коэффициент демпфирования 

µ  задается равным нулю, а при наличии диссипации — приведенному выше 
значению. Ускорение свободного падения определяется в зависимости от гео-
графических широты и высоты над уровнем моря по следующему соотношению 
(для Москвы широта составляет 55,7522° , а высота — 144 м) [14]: 

2 29,780327 (1 0,0053024sin 0,000006sin 2 0,000003086 ).g h= ⋅ + i , i ,  

Для того чтобы движение сферического маятника было пространственным 
и более явно иллюстрировалось влияние наличия диссипации в системе, 
начальные условия приняты следующими (с ненулевыми начальными значени-
ями по всем декартовым осям): 
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Результаты моделирования математического сферического маятника без 
диссипации и с диссипацией представлены на рис. 2, а и б. На рис. 2, а показан 
процесс пространственных гармонических колебаний, на рис. 2, б явно заметно 
уменьшение амплитуды колебаний, совершаемых сферическим маятником, и 
его затухающий характер. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Результаты моделирования математического сферического маятника 
а — без диссипации; б — с диссипацией 
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Результаты моделирования для математической модели физического сфери-
ческого маятника без диссипации и с диссипацией представлены на рис. 3, а и б. 
Отметим, что на рис. 3, б для модели с учетом диссипативного движения отчет-
ливо заметен процесс затухания колебаний, а на рис. 3, а — без диссипации, за-
тухания колебаний не происходит.  

 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Результаты моделирования физического сферического маятника 
а — без диссипации; б — с диссипацией 

Выводы. В работе рассмотрен процесс получения математических моделей, 
описывающих динамику математического и физического сферических маятни-
ков в декартовой системе координат с учетом диссипативных сил и без него. 
Проведено моделирование указанных нелинейных моделей, которое подтвер-
дило их высокую степень адекватности.  
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Abstract Keywords 
Mathematical model of the n-link spherical pendulum 
could be used as a mathematical model of different 
technical systems, including biotechnical systems. 
Mathematical or physical spherical pendulum model 
could be used in different problems. In this paper the 
derivation of mathematical models of the mathematical 
and the physical single-joint spherical pendulum in 
spherical coordinate system is shown. Two cases are 
considered for both systems: without and with dissipa-
tion. Numerical simulation is realized utilizing explicit 
Runge-Kutta 4-th order method. 
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