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Выполнен динамический анализ движения бильярдного 
шара по столу. Этот анализ подразделяется на две 
части, поскольку движение мяча состоит из двух дви-
жений — скользящего и вращательного. Приведены 
динамические уравнения для расчета начальной скоро-
сти, которую должен иметь мяч, чтобы достичь 
заранее запланированной позиции. Дано математиче-
ское описание процесса моделирования движения биль-
ярдного шара по столу в среде MATLAB, результаты 
моделирования представлены в графическом виде. 
Результаты работы планируется использовать для 
управления движением схвата манипуляционного 
робота, предназначенного для игры в бильярд. 
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Введение. Производительность большинства современных заводов все больше 
зависит от манипуляторов, работающих на производственных линиях, причем 
большинство работ, выполняемых этими манипуляторами, осуществляется с 
динамическими объектами. Чтобы спроектировать эффективную систему 
управления, необходимо сначала выполнить анализ среды, в которой будет ра-
ботать робот. В этой статье в качестве примера рассмотрен динамический ана-
лиз движения бильярдного шара. Результаты анализа были промоделированы в 
среде MATLAB. 

Динамический анализ и модель траектории бильярдного шара. Когда мы 
ударяем по шару, он начинает перемещаться. При этом его движение подразде-
ляется на две части: сначала это скользящее движение, а затем — вращательное. 
Скользящее движение характеризуется ненулевой скоростью нижней точки мя-
ча относительно стола. При вращательном движении скорость нижней точки 
шара равна нулю относительно стола, а его скорость определяется только угло-
вой скоростью (рис. 1). 

Рассматривая движущийся бильярдный шар (рис. 2), мы будем полагать, что 
скользящее движение начинается точке с координатами 0 0,x v  и заканчивается в 
точке 1 1, .x v  После этого начинается вращательное движение, которое заканчи-
вается в точке 2 2, .x v  Буквами ,i ix v  (i = 1, 2) на рис. 2 обозначены координата и 
скорость шара соответственно. 
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Рис. 1. Две части траектории движения бильярдного шара 

На рис. 2 показан бильярдный шар массой m, радиусом R, момент инерции [1] 
шара 25 2I mR=  (здесь v и v — соответственно линейная и угловая скорости 
бильярдного шара; g — ускорение силы тяжести, ˆ,x  ,ŷ  ẑ  — единичные векто-
ры, связанные с системой координат стола). 

 

 
Рис. 2. Бильярдный шар в движении 

Скорость u в точке контакта со столом (скорость скольжения) равна 

 ˆR .= + ×u v z ω  (1) 
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Скользящее движение. Скользящее движение шара начинается при 

 0 0 0ˆ .R= + ×u v z ω   

В самой нижней точке шара имеем силу трения [2] 

 ˆ ,smg= ,µf u   

где sµ  — коэффициент трения скольжения; û  — единичный вектор в направ-
лении u. 

Динамика шара [3, 4] определяется двумя уравнениями: 

 ˆsm mg= −µv u      и     ,GI∑ =M ω   

где ∑ M  — сумма внешних сил крутящего момента; GI  — момент инерции ша-
ра. Тогда 

 2ˆ ˆ 5 .
2sR mg mR− ×−µ =z u ω   

Отсюда следует, что 
 ˆ ;s g= −µv u  (2) 

 ˆ .ˆ5
2

s g
R
µ

= ×ω z u  (3) 

Из уравнения (1) получим 
 ˆ .R= + ×u v z ω    

Используя уравнения (2) и (3), определим ускорение u  следующим образом: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ5 ;
2

s
s g R g

R
µ

= −µ + × ×u u z z u   

 ˆ ˆ ˆ ˆ5 ( );
2s sg g= −µ + µ × ×u u z z u   

 ˆ 5 ;
2

ˆs sg g= −µ − µu u u   

 .
2

ˆ7
s g= − µu u  (4) 

Теперь, интегрируя уравнение (4), получим уравнение скорости точки кон-
такта шара со столом: 

 0
7 .ˆ
2 s gt= − µu u u  (5) 

Аналогично из (5) получим уравнение линейной скорости центра шара v и 
уравнение угловой скорости шара v соответственно: 
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 0 ;ˆs gt= −µv v u  (6) 

 0 ˆ ˆ5 tg .
2

s

R
µ

= + ×ω ω z u   

Интегрируя уравнение (6), определим позицию x: 

 
2

0 0 .
2

ˆs
tt g= + −µx x v u  (7) 

Здесь вектор .
x
y

 
=  

 
x  

Эта часть движения заканчивается, когда скорость в уравнении (1) равна 
нулю; из (5) получим время окончания этой части движения 1 :t  

 0
1

| ||2 .
7 s

t
g

=
µ
| u

 (8) 

Из (6) и (8) определим скорость 1v  в точке 1,x  которая является конечной 
точкой этой части движения: 

 1 0 0
2
7

;= −v v u  
 

 1 0 0
5 2 ˆ
7 7

.R= − ×v v z ω  (9) 

Из (7) и (8) найдем координаты шара в конце этой части движения 1x  (по-
сле завершения скользящего движения) 

 

2
0

0
1 0 0

|| ||2
7|| ||2

7 2
ˆ;s

s
s

g
g

g

 
 µ = + −µ

µ

u
u

x x v u   

 

2
0 0

0 0
1 0 0

|| ||2
7|| ||2 ;

7 2

ˆ
ˆ

ˆs
s

s

R
gR

g
g

 + ×
 µ+ ×  = + −µ

µ

z ω
v z ω

x x v u

B

  

 ( )0 0
1 0 0 0

ˆ
ˆ|| ||2 6 .

49 s

R
R

g
+ ×

= + − ×
µ

v z ω
x x v z ω  (10) 

Таким образом, установлены параметры скользящего движения, 1 1 1,  , , tx v  
которые будут использоваться при описании вращательного и определении 
начальных параметров 0 0,  ,v ω  необходимых для достижения поставленной цели. 
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Вращательное движение. Когда скользящая часть заканчивается, шар 
начинает двигаться, вращаясь. Здесь скорость нижней точки шара равна нулю, 
поэтому скорость центра шара определяется только скоростью вращения. 

Кинетическая энергия [5] E для бильярдного шара определяется как 

 
2

2 22
2 5

;mvE mR= + v   

 
2 2

2
2

2 ;
2 5

mv vE mR
R

 
= +    

  

 27
10

.E mv=   

Дифференцируя уравнение энергии, получим изменение энергии во времени: 

 7 .
5

E mvv=   (11) 

Во время вращения энергия рассеивается из-за трения качения. Обозначив 
коэффициент трения качения как rµ , рассеиваемую энергию (потери) можно 
определить следующим образом: 

 .rE mgv= −µ  (12) 

Из уравнений (11) и (12) получим 

 5 .
7 rv g= − µ   

Проинтегрировав последнее уравнение, найдем скорость шара: 

 1 1
5|| || ( ;
7

)rv g t t= − µ −v   

 1 1 1
5 ˆ(
7

) .r g t t= − µ −v v v  (13) 

Здесь v̂  — единичный вектор в направлении v.  
Проинтегрировав уравнение (13), получим координаты текущего положе-

ния шара: 

 2
1 1 1 1 1

5 ˆ( )
14

( ) .rt t g t t= + −−  µ −x x v v  (14) 

Из выражения (13) легко получим время 
22, ,vt  когда мяч достигает скорости 2 :v  

 
2

1 2
2, 1

|| ||7 .
5v

r

v
t t

g
,

= +
µ

v
 (15) 
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В тот момент, когда скорость станет равной нулю 2( 0),v =  шар остановится. 
Это время найдем из выражения 

 1
2,0 1

|| ||7 .
5 r

t t
g

= +
µ
v

  

Для определения координат точки 
22 2 2,, , vtx v   подставим полученное значе-

ние в уравнения (14) и (15): 

 
2 2

2
1 1 2, 1 2, 1 1

5 ˆ( ) .
14

( )v r vt t g t t= + , , µ ,2x x v v  (16) 

Теперь нам известны все параметры, которые позволяют найти начальные 
скорости шара 0 0,v ω  для реализации движения шара с заданными параметрами 

0 2 2, ,x x v . 
Определение стартовой скорости шара. Пусть движение происходит толь-

ко в одном направлении из начальной точки до полной остановки. Обозначим 

 0 0 ;v R= − v  (17) 

 0 05 2 .v R= + v  (18) 

Тогда уравнения (8), (9), (10), (13) и (16) будут иметь вид 

 1
2 ;
7 s

t
g

=
µ
  (19) 

 1
1 ;
7

v =  � (20) 

 1 0
2 1 ( );
49 s

x x
g

− = +
µ

    (21) 

 
2

1 2
2, 1

|| ||7 ;
5v

r

v
t t

g
,

= +
µ

v
 (22) 

 
2 2

2
2 1 2, 1 2, 1

1 5( ( )
7 1

)
4

.v r vx x t t g t t, = , , µ ,  (23) 

Уравнения (17) и (18) имеют две неизвестных величины 0 0,  .v v  Для их опре-
деления введем дополнительное условие 0 0 05 2v R v≥ v ≥ −  [6], чтобы избежать 
ситуации, при которой шар меняет свое направление, или скорости 0 0,v u  имеют 
противоположные направления. Такая ситуация показана на рис. 3. 

Подставим выражения (22) в (23), (20) в (24) и (25) в (21) соответственно: 

 
2

2 21 1 2
2 1 1 1 2 2 )7 7 7 1 ( 2

5 5 10
;

r r r

v v v
x x v v v v

g g g
− = −−−   +

µ µ µ
 (24) 
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 2
2 1 270 ( ) 49 ;r g x x v= µ − +  (25) 

 2
1 0

49 ( ) 0.
2 sx x g+ −−  µ =   (26) 

Отсюда можно найти значение  , учитывая условие 0 0 :v R≥ v  

 
2

1 098( )
0. 

2
sx x g− + + − µ

= >
 

  

Из уравнений (17) и (18) получаем необходимые значения линейной и угло-
вой скорости: 

 0
2 ;

7
v +=    (27) 

 0
5  .

7R
−ω =    (28) 

Итак, мы нашли начальные скорости 0 0,  ,v v  предполагая, что 0 2 2,  ,  x x v  яв-
ляются известными желаемыми значениями. 

 

 
Рис. 3. Бильярдный шар в движении 

Разработанная в среде MATLAB [7, 8] модель движения шара показана на 
рис. 4. Она состоит из двух блоков [9]. В одном блоке (левом) рассчитываются 
значения начальных скоростей 0 0,  v v  с использованием уравнений (25), (26), 
(27) и (28) для входных сигналов 0x , 1x , 2x , 2v  шара радиусом r. Во втором 
блоке (правом) вычисляются координаты точки траектории x  во время движе-
ния шара путём решения уравнений (7) и (14). Блок α строит выходные сигналы 
x, v, v и E в виде графиков. Блок β показывает видео движения шара [10]. 

Результаты моделирования в виде графиков приведены на рис. 5. Движение 
по траектории, рассчитанной по уравнениям (10) и (14) и состоящей из двух 
парабол, показано на рис. 5, а. Здесь точка А является конечной точкой сколь-
зящего движения (первая парабола), а точка B — конечной точкой вращатель-
ного движения шара. 
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Рис. 4. Полная модель движения шара в среде MATLAB 

 
Рис. 5. Результаты моделирования 
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Линейная скорость шара на траектории, рассчитанной по уравнениям (6) и 
(13) и состоящей из двух линейных графиков, показана на рис. 5, б. Здесь точка 
А является конечной точкой скользящего движения (первый линейный гра-
фик), а точка B — конечной точкой движения шара. Угловая скорость шара на 
траектории показана на рис. 5, в. Изменение кинетической энергии шара для 
разных масс m1 = 0,16 кг (вверху), m2 = 0,5 кг и m3 = 1 кг (внизу) соответственно 
показано на рис. 5, г. 

Проведенное моделирование подтвердило результаты математического опи-
сания движения шара. Полученные траектории и характер изменения скорости 
соответствуют ожидаемым, что хорошо видно из графиков изменения энергии 
шаров с разными массами (см. рис. 5, г). 

Заключение. Представлен динамический анализ шара, движущегося на биль-
ярдном столе. Полученные результаты позволяют рассчитать его начальную ско-
рость и требуемое воздействие (энергию) в зависимости от координат конечного 
положения и его скорости в этой точке, которые рассматриваются как известные 
(заданные значения). Мы подтвердили корректность полученных математиче-
ских выражений, выполнив моделирование с использованием среды MATLAB. 
Результаты этой работы планируется использовать для управления движением 
схвата манипуляционного робота, предназначенного для игры в бильярд. 
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Abstract Keywords 
A dynamic analysis of the movement of a billiard ball on a 
table is performed. This analysis is divided into two parts, 
because the movement of the ball consists of two move-
ments-sliding and rotational. Dynamic equations are given 
for calculating the initial speed that the ball must have in 
order to reach a predetermined position. A mathematical 
description of the process of modeling the movement of a 
billiard ball on a table in the MATLAB environment is 
given, the simulation results are presented in graphical 
form. The results of the work are planned to be used to 
control the movement of the gripper of a manipulation 
robot designed for playing billiards. 
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