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Аннотация Ключевые слова 
Представлены результаты эксперимента по реше-
нию задачи Букуа о движении цепи под действием 
приложенной к ее концу постоянной силы. В экспери-
ментах применена оригинальная методика, согласно 
которой движение цепи исследовалось в жидкости 
(воде), а в качестве постоянной силы служила сила 
плавучести поплавка, прикрепленного к цепи. Такая 
постановка опытов позволила выявить затухающий 
характер колебаний системы поплавок — цепочка 
при смещении системы относительно равновесного 
положения. Для интерпретации данных эксперимен-
та использовано классическое решение задачи Букуа. 
Дифференциальное уравнение движения цепи как 
системы с переменной массой (переменным составом) 
под действием постоянной силы решено численными 
методами. Выполнено сравнение теоретических и 
экспериментальных данных. Обсуждаются использу-
емые для получения уравнения движения допущения, 
принятые в механике цепей. 
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Введение. Начало формирования теории динамики тел переменной массы как 
самостоятельного раздела механики обычно относят к середине XIX в. Основ-
ное уравнение движения точки переменной массы получено И.В. Мещерским  
в 1897 г. и приведено его магистерской диссертации. В 1904 г. теория получила 
окончательное выражение в его работе «Уравнение движения точки перемен-
ной массы в общем случае» [1]. Однако еще до начала фундаментальных иссле-
дований И.В. Мещерского были подробно рассмотрены некоторые частные за-
дачи такого рода, решение которых также представляет интерес.  

В 1812–1815 гг. в Лейпцинге и Париже были опубликованы три работы 
пражского автора Георга Букуа (Georg von Buquoy, 1781–1851) [2–4]. Изучая 
движение отдельной частицы, Букуа отмечает, что классическое уравнение 
второго закона Ньютона 

 ,dvF m
dt

=   (1) 

где F — внешняя сила, действующая на частицу; m — масса частицы; dv — 
изменение скорости частицы v за интервал времени dt, справедливо лишь для 
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частицы постоянной массы. В случае непрерывного изменения массы частицы со 
временем изменение количества движения составляет не mdv , а ( ) ,mdv v u dm+ ,  
где u — абсолютная скорость, с которой присоединяется к частице массой m и 
движущейся со скоростью v приращение массы dm. При этом уравнение (1) 
имеет вид 

 ( ) .dv dmF m v u
dt dt

= + ,   (2) 

Букуа указал, что в случае v u=  уравнение (2) обращается в уравнение (1),  
а в случае 0u =  — в уравнение 

.dv dmF m v
dt dt

= +  

В опубликованных брошюрах также намечено решение одной иллюстратив-
ной задачи о движении тяжелой цепи, тесно связананной с классическими зада-
чами о движении цепи [5–7]. Задача формулируется следующим образом: на 
горизонтальной плоскости сложена в кучу тяжелая однородная цепь. К одному 
из ее концов внезапно прикладывается направленная вертикально вверх посто-
янная сила F, увлекающая за собой все время увеличивающуюся часть цепи 
(рис. 1, а). Необходимо определить закон движения конца цепи, к которому 
приложена сила.  

Г. Букуа получил дифференциальное уравнение, после чего без пояснений запи-
сал результат интегрирования без нахождения постоянных интегрирования [6].    

 

  

а б 

Рис. 1. Схема к задаче Букуа (а) и эксперимент по реализации этой задачи (б) 

Отметим, что хотя к настоящему моменту имеется ряд теоретических работ 
[6–9], посвященных решению данной задачи, однако эксперименты по исследо-
ванию движения системы переменной массы под действием постоянной силы 
не проводились. Цель настоящей работы состоит в экспериментальной реали-
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зации и соответствующем решении задачи Букуа, а также в сравнении результа-
тов экспериментов с найденным решением.  

Постановка задачи и методика эксперимента. Для проведения экспери-
мента использован прозрачный бак с водой и линейкой (рис. 1, б), цепь из ме-
таллических шариков, на каждый метр которой приходится 167 шариков сред-
ним диаметром 4,58 мм (рис. 2, а). Линейная плотность цепи 28 г/м. К концу це-
пи прикрепляли симметричный поплавок грузоподъемностью 4 г (рис. 2, б). 
Цепь и поплавок помещали на дно бака и придерживали за киль поплавка  
(см. рис. 1, б), затем поплавок отпускали и фиксировали движение конца цепи. 

 

  
а б 

Рис. 2. Элементы экспериментальной установки: 
а — цепь из металлических шариков; б — поплавок грузоподъемностью 4 г 

Для регистрации движения цепи применяли видеосъемку фотокамерой Power- 
ShotSX50 HS (30, 120 и 240 кадр/с) с последующей обработкой видеоматериалов  
с помощью программы ImageJ. Для решения уравнений численными методами  
и построения графиков использована программа Wolfram Mathematica 10.0. 

Результаты эксперимента. После того как поплавок отпускали, он устрем-
лялся вверх, увлекая все новые звенья цепи. После достижения максимальной 
высоты система опускалась и наблюдались затухающие колебания (рис. 3). При-
веденные на рисунке графики описывают зависимость положения (высоты 
подъема) первого звена цепи от времени.  

 

  
а б 

Рис. 3. Результаты одного эксперимента (а) и интерполированная кривая  
по результатам нескольких экспериментов (б) 
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Обсуждение результатов. Общий вид уравне-
ния движения. Запишем уравнение движения це-
пи. Расчетная схема эксперимента представлена на 
рис. 4. 

Количество движения (импульс) цепи (здесь и 
далее — в проекции на ось OX, см. рис. 4):  

,Q mx xx xx= = η = η    

где η — линейная плотность цепи; x = x(t) — коор-
дината точки приложения силы или длина по-
движного участка цепи, ( )x v t=  — скорость дви-
жения цепи. На цепь действуют внешняя сила F и 
сила тяжести mg. Запишем теорему об изменении 
количества движения цепи (здесь и далее — про-
изводная по времени t): 

;Q F mg= ,  

( ) ;xx F mg′η = ,  

( ) ;Fxx xg′ = ,
η

  

;Fxx xx xg+ = ,
η

   

 

2

.F xx g
x x

= , ,
η



  (3) 

Положение равновесия определяется из выражения 

 стF x g= η ,  (4) 

где стx  — установившееся положение поплавка, при котором равнодействую-
щая силы тяжести цепи mg  и силы Архимеда F, действующей на поплавок рав-
на нулю. Подставив (4) в выражение (3), получим  

 
2

ст 1 .
x xx g
x x

 = , , 
 



      (5) 

Движение вверх. Рассмотрим процесс подъема цепи [6]. Присоединение 
очередного звена к движущейся части происходит ударным образом: скорость 
элемента мгновенно изменяется от нуля до значения скорости движущейся ча-
сти цепи. Пусть ds  — длина элемента цепи, η  — линейная плотность, тогда за 
время dt  присоединяющийся элемент приобретет количество движения 

 
Рис. 4. Расчетная схема  

к задаче Букуа 
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.dQ xds= η   

Происходит это под действием элементарного импульса силы N, приложен-
ной со стороны движущейся части цепи: 

.xds Ndtη =  

Разделим обе части уравенения на :dt  

 2 .N x= η   (6) 

Движущаяся часть цепи действует не на опору, а на очередной присоединя-
емый элемент (рис. 5, а). Соответственно на движущуюся часть цепи действует 
реакция N присоединяемого элемента (рис. 5, б). Разделив выражение (6) на 
xη , получим второй член 2x x  уравнения (5). 

 

  
Рис. 5. Цепь, увлекаемая вверх: 

а — движущаяся часть цепи на опору не дей-
ствует, на очередной присоединяемый элемент 
цепи действует сила N со стороны движущейся 

части цепи; б — на движущуюся часть цепи 
действует реакция N присоединяемого элемента 

Рис. 6. Цепь, падающая вниз: 

а — на опору действует сила N, передаваемая 
очередным останавливающимся элементом,  

на останавливающийся элемент действует ре-
акция опоры N′; б — на движущуюся часть 

цепи реакция опоры не передается 

Движение вниз. Отделение элементов от движущейся части цепи происхо-
дит также ударным образом (рис. 6), т. е. при достижении поверхности дна бака 
скорость звеньев мгновенно падает до нуля. Но в данном случае сила N действу-
ет между останавливающимся элементом и поверхностью; реакция поверхно-
сти, действующая на ударяющийся элемент, не предается движущейся части 
цепи. Это означает, что движущаяся вниз часть цепи движется только под дей-
ствием равнодействующая сил тяжести mg и внешней F.  

Таким образом, необходимо учитывать второй член 2x x  уравнения (5) 
только при подъеме: 

 
2

ст 11 (1 sign ) .
2

x xx g x
x x

 = , , + 
 



        (7) 
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Решение уравнения движения. Полученное уравнение (7) является иско-
мым уравнением движения цепи. Аналогичное уравнение получено в работе 
[8]. Численно решим уравнение (7) используя начальные условия: 

(0) 0,01x =  м; (0) 0x =

 м/с. На рис. 7, а представлен график функции ( ),x t  по-

лученной численным решением дифференциального уравнения (7), и данные 
одного эксперимента. График функции ( )x t  представлен на рис. 7, б, ( )x x  — 
на рис. 7, в.  

 

 
а 

 
б 

 

 
в 

 
 

Рис. 7. Графические результаты решения: 

а — график функции ( ),x t  полученной численным 
решением дифференциального уравнения (7) 
(зависимость 1), и данные одного эксперимента 
(зависимость 2); б, в — графики функций ( )x t   
и ( ),x x  полученных численным решением 
               дифференциального уравнения (7) 

 
Сравнивая данные эксперимента и найденное решение ( )x t  (см. рис. 7, а), 

приходим к выводу, что для более точного описания движения цепи необходи-
мо учитывать диссипативный фактор — сопротивление среды (жидкости).    

Сила сопротивления жидкости. При движении цепи и поплавка в жидко-
сти сопротивление движению на низких скоростях обусловлено силами трения 
(вязкое сопротивление), на высоких — лобовым сопротивлением (рис. 8). Ис-
пользуя методику, описанную в [10], найдем значения сил вязкого и лобового 
сопротивления для поплавка и цепи, представим эти силы в виде функции от 
перемещения и скорости ж ( , )F x x  — см. таблицу. 
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а б 

Рис. 8. Движение поплавка и цепи в жидкости. Сопротивление движению на низких 
скоростях обусловлено силами трения (а), на высоких — лобовым сопротивлением (б) 

 
Значение силы сопротивления жидкости 

Определяемая сила Обозначение 
Расчетная формула  

для ч
ж
расF  

Вязкое сопротивление для цепи вяз I
жF  8 (4,32 10 167 ),⋅ ⋅ ⋅⋅ x x  

Вязкое сопротивление для поплавка вяз II
жF  814,13 10,⋅ ⋅ x  

Лобовое сопротивление для цепи лоб I
жF  3 2(4,12 10 167 ),⋅ ⋅⋅ ⋅ x x  

Лобовое сопротивление для поплавка лоб II
жF  3 22,30 10, ⋅⋅ x  

  
Подставим найденные силы сопротивления жидкости в уравнение (7): 

 
вяз I вяз II лоб I лоб II2

ст ж ж ж ж1 sign1 sign .
2

x F F F Fx xx g x
x x x

+ + +  += , , ,  η 

 

        (8) 

Численно решим уравнение (8), используя начальные условия: (0) 0,01x =  м; 

(0) 0x =

 м/с. Графики функций ( ),  ( ), ( )x t x t x x   представлены на рис. 9. 

В начальный момент времени на рис. 9, б наблюдается скачок скорости. Это 
объясняется тем, что внешняя сила F действует в течение малого промежутка 
времени лишь на малую массу первого элемента цепи, заданную начальными 
условиями и поэтому вызывает конечное приращение его скорости за малый 
временной промежуток.   

Сравнение результатов эксперимента с найденным решением. Учет со-
противления среды позволил повысить точность математического описания 
эксперимента, реализующего задачу Букуа — см. рис. 7, а и рис. 9, а. На рис. 9, а 
видно, что полученный график опережает по времени данные экспериментов. 
Это связано прежде всего с неточностью в описании силы сопротивления жидко-
сти: в выражениях для лобового сопротивления считается, что жидкость покоит-
ся. Однако в действительности движение поплавка и цепи создают восходящие и 
нисходящие потоки. Поплавок и цепь движутся против потока, который сами же 
создали в течение прошлого полупериода. В уравнении (8) значение скорости 
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а 

 
б 

 

 
в 

 
 
 

Рис. 9. Графические результаты решения: 

а — график функции ( ),x t  полученной числен-
ным решением дифференциального уравнения 
(8) (зависимость 1), и данные одного экспери-
мента (зависимость 2); б, в — графики функций 

( )x t  и ( ),x x  полученных численным решением 
            дифференциального уравнения (8) 

 
( )x v t=  считается в абсолютной системе координат, связанной с баком. В дей-

ствительности в выражениях для силы сопротивления жидкости x  — скорость 
движения цепи и поплавка относительно жидкости [10]. Варьированием значе-
ний коэффициентов, входящих в выражения для сил сопротивления жидкости 
(см. табл. 1), добьемся полного совпадения теоретических и экспериментальных 
данных (рис. 10). 

 

 

Рис. 10. Сравнение результатов 
эксперимента с найденным реше-
нием (точки — результаты экспе-
римента, график — решение урав-

нения движения). Значения состав-
ляющих силы сопротивления жид-
кости найдены подбором для точ-
ного совпадения теоретических и 
экспериментальных результатов 

 

Заключение. Впервые проведено экспериментальное исследование движе-
ния системы переменной массы под действием постоянной силы на примере 
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задачи Букуа. Такая постановка опытов позволила выявить затухающий харак-
тер колебаний системы поплавок – цепочка при смещении цепи относительно 
положения равновесия. Для интерпретации данных эксперимента использовано 
классическое решение задачи Букуа. Получено дифференциальное уравнение 
движения цепи как системы с переменной массой под действием постоянной 
силы. Уравнение решено численными методами, найдены зависимости переме-
щения первого звена цепи от времени, скорости движения этого звена от вре-
мени и скорости от перемещения. Проведено сравнение теоретических и экспе-
риментальных данных. 
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Abstract Keywords 
The article presents the results of an experiment on solv-
ing the Buquoy problem of chain motion under the action 
of a constant force applied to its end. An original tech-
nique was used in the experiments, according to which 
the movement of the chain was studied in liquid (water), 
and the buoyancy force of the float attached to the chain 
was used as a constant force. Such a conduction of exper-
iments made it possible to reveal the damped nature of 
the oscillations of the float-chain system when the system 
is displaced relative to the equilibrium position. To inter-
pret the experimental data, we used the classical solution 
of the Buquoy problem. The differential equation of chain 
motion as a system with variable mass (variable compo-
sition) under the action of constant force is solved by 
numerical methods. A comparison of theoretical and 
experimental data is made. The assumptions used to 
obtain the equations of motion, accepted in chain me-
chanics, are discussed. 
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