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Аннотация Ключевые слова 
Представлены алгоритмы классического фильтра 
Калмана для компенсации погрешностей навигаци-
онных систем летательных аппаратов. Описано 
использование фильтра Калмана для компенсации 
погрешностей измерительных систем в автономном 
режиме. Выполнен анализ характеристик выходных 
сигналов инерционной навигационной системы 
(ИНС) и спутниковой навигационной системой 
(СНС). Представлена схема обработки сигналов 
гибридной системы, разработан алгоритм синтеза 
сигналов из ИНС и СНС с фильтром Калмана, реали-
зующим компенсацию погрешностей обеих систем. 
Представлены результаты математического моде-
лирования погрешностей ИНС и фильтра Калмана, 
выполнено сравнение результатов оценивания  
с теоретическими значениями. Доказано, что точ-
ность навигационной системы можно повысить  
с помощью фильтра Калмана. 
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Введение. Задачей настоящей работы является исследование алгоритмического 
метода повышения точности навигационных систем летательного аппарата 
(ЛА). 

Обычно инерциальные навигационные системы (ИНС) корректируются от 
внешних измерительных систем: их сигнал подвергается совместной обработ-
ке[14]. При использовании внешней информации в фильтре Калмана опреде-
ляется оценка погрешностей ИНС, которая затем алгебраически вычитается из 
выходного сигнала системы. 

Фильтр Калмана. В наиболее распространенных методах компенсации по-
грешностей навигационных систем предполагается использование различных 
алгоритмов оценивания [5, 6]. Учитывая специфику реализации алгоритмиче-
ского обеспечения на борту ЛА в условиях дефицита объема машинной памяти, 
выделим среди многообразия алгоритмов лишь компактные алгоритмы оцени-
вания [79]. 
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Достаточно высокой точностью и в то же время простотой реализации в 
бортовой цифровой вычислительной машине отличаются калмановские алго-
ритмы оценивания, например классический фильтр Калмана. 

Рассмотрим дискретное линейное уравнение, описывающее динамический 
объект, например измерение погрешностей ИНС: 

    1 1, 1,Ф ,k k k k k k kx x G W    (1) 

где kx — n-вектор состояния; kW — r-вектор входного возмущения; 1,Фk k  — 
( n n )-матрица объекта; 1,k kG  — ( n r )-матрица входа. 

Входные возмущения предполагаются r-мерным дискретным аналогом 
гауссова белого шума с нулевым математическим ожиданием и известной кова-
риационной матрицей: 
      

т
, ,j k k j kM Q   

где kQ — неотрицательно определенная ( r r )-матрица;  ,j k — символ Кронеке-
ра, означающий 
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Часть вектора состояния можно измерить непосредственно: 

     1 1 1 1.k k k kz H x V   (2) 

Здесь 1kz — m-вектор измерений; 1kV — m-вектор погрешностей измере-
ния; 1kH  — ( m n )-матрица измерений. 

Погрешности измерений предполагаются m-мерным дискретным аналогом 
гауссового белого шума, для которого      1 1 1 , 1[ ] 0, [ ]T

k j k k j kM V M V V R ; где 

1kR — неотрицательно определенная ( m m )-матрица.  
Погрешности измерения (иначе измерительный шум) и входные возмуще-

ния (иначе входной шум) не коррелированы: т[ ] 0j kM V W  при любых j и k. 
Начальное значение вектора состояния полагаем гауссовым случайным век-

тором с нулевым математическим ожиданием, не зависящим от входных возму-
щений погрешностей измерений:  т т

0 0 1[ ] 0; [ ] 0k kM x W M x V  для любого k. 
Ковариационная матрица т

0 0 0[ ]M x x P  представляет собой неотрицательно 
определенную ( n n )-матрицу.  

Требуется на основе математического ожидания объекта и априорной ин-
формации о статистических характеристиках входных и измерительных шумов, 
осуществляя измерения части вектора состояния, оценить вектор состояния 
так, чтобы функционал Jk принимал минимальное значение: 
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    тˆ ˆ[( ) ( )] min.k k k k kJ M x x x x   

Здесь ˆkx  — оценка вектора состояния. 
Оптимальная оценка вектора состояния определяется из уравнения вида 

     1 1 1, 1 1ˆ ˆФ ,k k k k k kx x K v   (3) 

где 1kK  — ( n m )-матрица усиления фильтра;     1 1 1, 1, ˆФk k k k k k kv z H x  — об-
новляемая последовательность. 

Уравнение (3) имеет следующий физический смысл. На основе оценки век-
тора состояния и матрицы объекта осуществляется прогноз для следующего 
шага вычисления оценки. Одновременно выполняется коррекция этого прогно-
за посредством использования обновляемой последовательности. Обновляемая 
последовательность представляет собой сумму погрешности прогноза и изме-
рительного шума. 

Матрица усиления фильтра определяет вес, с которым входит обновляемая 
последовательность в оценку вектора состояния. В случае проведения идеаль-
ных измерений, т. е. когда измерительный шум отсутствует, матрицу усиления 
выбирают максимальной. Чем больше измерительный шум, тем с меньшим ве-
сом учитывается обновляемая последовательность при формировании оценки 
вектора состояния. Фильтр Калмана описывается уравнениями 
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Здесь 1/k kP — априорная ковариационная матрица погрешностей оценивания; 

1kP  — апостериорная ковариационная матрица погрешностей оценивания. 
С помощью фильтра Калмана осуществляется не только восстановление все-

го вектора состояния системы, но подавляется влияние измерительного шума. 
Уравнения фильтра Калмана очень удобны для реализации на бортовой 

цифровой вычислительной машине, так как просты в вычислительном плане и 
не требуют большого объема машинной памяти. 

Фильтр Калмана работает следующим образом. С использованием оценки век-
тора состояния на предыдущем шаге вычислений предсказывается оценка вектора 
состояний на текущем шаге. На первом шаге вычислений в качестве начального 
значения оценки вектора состояния обычно принимается 0 0ˆ [ ]x M x . При поступ-
лении измерений 1kz  формируется обновляемая последовательность 

     1 1 1 1, ˆФ .k k k k k kv z H x   (5) 
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Следующий этап — формирование априорной ковариационной матрицы 
погрешностей оценивания. Для того, чтобы воспользоваться ее выражением, 
необходимо задать начальную ковариационную матрицу погрешностей оцени-
вания, как правило 

 т
0 0 0[ ].P M x x  

На основе априорной ковариационной матрицы погрешностей оценивания 
1/k kP  осуществляется вычисление матрицы усиления фильтра 

 


      
   

1т т
1 1/ 1 1 1/ 1 1 .k k k k k k k k kK P H H P H R  (6) 

Затем матрица усиления фильтра используется для расчета апостериорной 
ковариационной матрицы погрешностей оценивания, которая необходима на 
следующем шаге вычислений. 

     1 1 1 1/( ) .k k k k kP I K H P   (7) 

Наконец, при вычислении оценки вектора состояния используется его про-
гноз на основе оценки с предыдущего шага вычислений 1, ˆФ ,k k kx  и матрица 
усиления фильтра 1kK .  

На следующем шаге вычислений полученная оценка вектора состояния ˆkx  
используется для прогнозирования и вся процедура вычислений повторяется. 

Коррекция ИНС от GPS. С помощью фильтра Калмана и его прямых мо-
дификаций по измерениям оценивается вектор состояния системы оптималь-
ным образом. Полученные оценки будут использоваться для компенсации по-
грешностей исходной измерительной системы в выходной информации или в ее 
структуре. 

В практических приложениях часто встречаются случаи, когда внешние из-
мерения недоступны для использования и исходная измерительная система ра-
ботает в автономном режиме. Такие ситуации возникают при невозможности 
использования внешних систем из-за возникновения пассивных или активных 
помех, функционирования объекта, несущего исходную измерительную систе-
му, в зонах, где внешний сигнал недоступен, и др. 

При работе грубой измерительной системы в автономном режиме погреш-
ности могут достигать неприемлемых значений, и использовать такие системы 
не представляется возможным. Компенсацию погрешностей измерительных 
систем в автономном режиме будем осуществлять с помощью алгоритмов про-
гноза. Погрешности в автономном режиме прогнозируются и компенсируются 
в выходной информации или в структуре системы [10, 11]. 

Для осуществления прогноза необходимо иметь модель погрешностей ис-
следуемой измерительной системы. В качестве такой модели может быть ис-
пользована такая же модель погрешностей измерительной системы, как модель 
фильтра Калмана. Однако эта модель получена на основе априорной информа-
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ции и не корректируется в процессе функционирования конкретной измери-
тельной системы [12, 13]. 

Схема коррекции ИНС с использованием GPS представлена на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Схема коррекции ИНС с использованием GPS 

ИНС имеют погрешности, нарастающие со временем функционирования ЛА. 
Поэтому в практических приложениях ИНС обычно объединяют с СНС. Сов-
местная обработка выходных сигналов ИНС и СНС позволяет существенно по-
высить точность определения навигационных параметров ЛА. Совместная об-
работка сигналов измерительных систем предполагает применение различных 
алгоритмов, например алгоритмов оценивания. Наиболее распространенным 
алгоритмом оценивания погрешностей ИНС является фильтр Калмана. Фильтр 
Калмана позволяет по разности сигналов ИНС и СНС оценить весь вектор со-
стояния, включающий основные погрешности ИНС.  

Простота реализации, требующей наличия только адекватных статистиче-
ских моделей, описывающих поведение системы и ее взаимодействие с внеш-
ним миром, способствовали широкому применению алгоритма фильтра Калма-
на в навигационных системах гибридной природы. Сочетание спутниковой и 
инерциальной навигационных систем совместно с фильтром Калмана позволя-
ет повысить точность навигационных определений. Измерения, полученные 
инерциальной системой, с одной стороны, характеризуются низким уровнем 
случайных погрешностей, при этом имеет место медленный дрейф нуль-пункта 
системы; с другой стороны, результаты спутниковых определений не подверже-
ны подобным сдвигам системы координат, однако в большей степени отягоще-
ны случайными погрешностями. В этом кроется преимущество гибридной си-
стемы: располагая характеристиками инструментальных погрешностей обеих 
систем, фильтр Калмана сводит к минимуму их влияние на выходные навигаци-
онные данные. Алгоритм фильтра предполагает наличие линейных моделей, 
связывающих переменные состояния системы с измерениями и друг с другом. 
Поскольку большинство реальных систем (включая инерциальные и спутнико-
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вые навигационные системы) и процессов нелинейны, возникает задача линеа-
ризации их моделей.  

Истинные значения навигационных данных, вырабатываемые каждой из 
систем, поступают на вход фильтра Калмана с обратными знаками, компенси-
руя друг друга, таким образом, в данном случае моделированию подлежат толь-
ко инструментальные погрешности. В большинстве случаев можно считать, что 
траектория, выдаваемая инерциальной системой, принимаемая в качестве 
опорной, достаточно близка к истинной, и, несмотря на то, что система в целом 
нелинейна, фильтр Калмана работает в линейной области совместных погреш-
ностей обоих навигационных методов. Степень подробности модели последних, 
реализуемой в фильтре Калмана в виде уравнений связи, определяется требова-
ниями к точности получаемых навигационных данных и классом применяемого 
оборудования. К погрешностям спутниковой аппаратуры относятся: нестабиль-
ность частоты генератора приемника и спутникового стандарта частоты, селек-
тивный доступ, задержки сигнала, вызванные влиянием тропо- и ионосферы, 
эффект многолучевости и неточности в эфемеридном обеспечении. Погрешно-
сти инерциальной системы включают: погрешности начальных условий, уход 
гироскопов, а также погрешности, вносимые акселерометрами и приближен-
ными значениями ускорения силы тяжести. Если при совместном применении 
инерциальной и спутниковой навигационных систем, последняя предоставляет 
положение объекта, то считается, что такая гибридная система построена по 
схеме со слабой связью составляющих ее частей. 

Примером тесной связи может служить применение в гибридной системе 
величин, непосредственно измеряемых при спутниковых определениях, в этом 
случае опорная траектория, получаемая инерциальным методом, вместе с эфе-
меридной информацией используются для прогноза спутниковых измерений, 
таким образом, место локализации моделируемых погрешностей переместится 
из области вычисляемых координат в область измеряемых псевдодальностей и 
фаз несущей. Схема тесной связи предпочтительнее, поскольку результирующая 
система менее чувствительна к срывам приема спутникового сигнала, кроме то-
го, применяемые в фильтре Калмана модели удается сделать проще и точнее. 
Схема со слабо связанными компонентами применяется при невозможности 
привлечения «сырых» спутниковых данных. Приведение в действие контура 
обратной связи, изображенного пунктиром на рисунке, может рассматриваться 
как расширение фильтрации по Калману. Вырабатываемые алгоритмом оценки 
инструментальных погрешностей служат для удержания опорной траектории 
достаточно близкой к истинной, что позволяет компенсировать медленное 
смещение нуль-пункта инерциальной системы. 

Когда применение инерциальной навигационной системы становится неце-
лесообразным, как, например, в одиночных GPS приемниках, ее заменяют урав-
нениями движения объекта, навигационные данные которого подлежат опреде-
лению, с использованием петли обратной связи. Статистические параметры по-
грешностей, характеризующие модели состояния системы и измерений в филь-
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тре Калмана, определяются тщательностью составления уравнений движения. 
Для статичного объекта они тривиальны и строги, однако в более сложных слу-
чаях неизбежны упрощения, которые приводят к накоплению погрешностей и 
значительному снижению точности по сравнению с опорной траекторией, 
определяемой инерциальным методом. Преимущество подобной схемы приме-
нения фильтра Калмана по сравнению с обычным решением задачи определе-
ния координат по методу наименьших квадратов кроется в сглаживании выбро-
сов случайных погрешностей спутникового метода, что уменьшает их влияние 
на результаты навигационных определений. 

Результаты моделирования. Уравнение погрешностей ИНС для одного го-
ризонтальных информационных каналов будут иметь вид: 

    1 1,k k kx x Gw   (8) 
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Подставим в выражение для дисперсии приведенного шума числовые зна-
чения: T = 1 мин;  = 0,02 мин1; R = 6 370 000 м; g = 35,280 м/мин2. 

Затем подставим в выражение для оценивания погрешностей ИНС начальные 
значения: V = 100 м/мин;  = 104 ;  = 105 м/мин; v = 50 м/мин;  = 108 рад/мин. 

В результате анализа моделей с помощью программной среды MATLAB по-
лучим результаты, показанные на рис. 24. 

 

 
Рис. 2. Оценивание погрешностей ИНС в определении скорости 
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Рис. 3. Оценивание углов отклонения ГСП  

относительно сопровождающего трехгранника 

 

 
Рис. 4. Оценивание скорости дрейфов ГСП 

Результаты моделирования подтвердили работоспособность исследованых 
алгоритмов. Алгоритмы позволяют повысить точность определения скорости 
ИНС в среднем на 80 %, а повышение точности определения скорости дрейфа 
ГСП — на 60 %. 

В условиях летного эксперимента, когда на ИНС оказывает влияние боль-
шое количество возмущающих факторов, принятая в классическом фильтре 
Калмана модель будет еще хуже отражать реальный процесс изменения по-
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грешностей ИНС. Поэтому можно предположить, что относительная точность 
оценивания посредством фильтра Калмана в условиях летного эксперимента 
должна быть несколько выше, чем при математическом моделировании. 

Заключение. Таким образом, осуществляется повышение точности ИНС 
ЛА алгоритмическим путем с помощью компенсации погрешностей в выходном 
сигнале системы.  

Задача оценивания в стохастических условиях теоретически может быть 
решена с помощью фильтра Калмана. В практических приложениях априорные 
модели исследуемых процессов с течением времени часто становятся неадек-
ватными, что снижает точность оценивания.  

Представлены результаты математического моделирования погрешностей 
ИНС и фильтра Калмана. Полученные результаты. 

Нелинейная модель используется непосредственно в нелинейном фильтре 
Калмана, а также в качестве эталонной модели для обеспечения адекватности мо-
дели фильтра Калмана и реального процесса изменения погрешностей ИНС. Ком-
бинирование нелинейного фильтра Калмана с ГА позволяет проводить адаптивную 
подстройку модели оцениваемого процесса на основе текущих измерений. 
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Abstract Keywords 
This article presents algorithms of the classical Kalman 
filter compensating errors in navigation systems of aircraft. 
The use of the Kalman filter to compensate errors in meas-
uring systems in the autonomous mode is described. The 
analysis of the characteristics of the output signals of the 
inertial navigation system (INS) and satellite navigation 
system (SNS). A signal processing scheme for a hybrid 
system is presented, an algorithm is developed for synthe-
sizing signals from INS and SNS with a Kalman filter, 
which implements error compensation for both systems. 
The results of mathematical modeling of the errors of the 
INS and Kalman filter are presented, and the results of 
estimation are compared with theoretical values. It is 
proved that the accuracy of the navigation system can be 
improved using the Kalman filter. 
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