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Аннотация Ключевые слова 
Для оценки вектора состояния динамических систем 
применяют различные виды калмановской фильтра-
ции. Для нелинейных систем можно использовать 
расширенный или сигма-точечный фильтр Калмана, 
которые имеют ряд сложностей при практической 
реализации. Наличие этих сложностей приводит к 
повышению требований к вычислительным ресурсам, 
а также к возможной потере алгоритмом вычисли-
тельной устойчивости и увеличению ошибки оценки 
вектора состояния. В статье рассмотрено примене-
ние гибридной версии расширенного фильтра Калмана 
первого порядка, которая позволяет устранить ряд 
сложностей при практической реализации. В каче-
стве математической модели выбрана модель двух-
звенного маятника. При используемой реализации 
фильтра Калмана гарантируется симметричность 
априорной ковариационной матрицы, а также при-
меняются численные методы вычисления матрицы 
первых частных производных и QR-разложения при 
вычислении матрицы усиления Калмана. 
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Введение. В системах автоматического управления зачастую требуется оцени-
вать вектор состояния (или просто состояние системы), например, в задачах 
синтеза дискретных систем или задачах фильтрации навигационной информа-
ции [1, 2]. На практике численную оценку вектора состояния при наличии 
входных и измерительных шумов можно получить с помощью различных 
фильтров Калмана (линейного, расширенного или сигма-точечного) [3−6]. При 
неизвестных параметрах входных и измерительных шумов или их нестационар-
ности, как правило, применяют адаптивные фильтры Калмана, которые не яв-
ляются отдельным видом калмановских фильтров, а расширяют функционал 
линейного, расширенного или сигма-точечного фильтров Калмана [7−9].  

Для линейных систем можно использовать линейные фильтры Калмана, а для 
нелинейных следует применять расширенные или сигма-точечные фильтры Кал-
мана, практическая реализация которых сопряжена с рядом сложностей. Во-
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первых, вычислительная устойчивость фильтров Калмана сильно зависит от точ-
ности задания начальных условий и знания ковариационных матриц шумов, кото-
рые априори неизвестны [4, 5]. Во-вторых, для расширенного фильтра Калмана 
первого порядка необходимо предварительно получить в аналитическом виде мат-
рицу первых частных производных — матрицу Якоби, что для сложных динамиче-
ских систем может быть крайне затруднительным. Помимо этого для вычисления 
матрицы Якоби (как и ряда других векторно-матричных операций) на каждой ите-
рации фильтра Калмана требуется высокая производительность контроллера, что 
приводит к необходимости оптимизации численных методов расчета. 

В работе рассмотрено применение расширенного фильтра Калмана первого 
порядка к оценке вектора состояния нелинейной модели непрерывной системы 
двухзвенного маятника. В статье описана нелинейная математическая модель 
рассматриваемой физической системы, приведен обобщенный алгоритм рас-
ширенного фильтра Калмана первого порядка, отмечен ряд сложностей его 
практической реализации и указаны пути их устранения. В частности, для оп-
тимизации вычисления оценки вектора состояния применены численные под-
ходы к определению матрицы Якоби (не требует нахождения первых производ-
ных в аналитическом виде) и QR-разложения при вычислении апостериорной 
оценки вектора состояния. В заключении приведены результаты оценки вектора 
состояния с помощью реализованного фильтра Калмана. 

Математическая модель двухзвенного ма-
ятника. Двухзвенный маятник — непрерывная 
динамическая система, состоящая из двух зве-
ньев, кинематическая схема которой представ-
лена на рис. 1. Двухзвенный маятник, в том 
числе и перевернутый (или обратный), очень 
часто применяют в качестве упрощенной моде-
ли различных систем, например, верхней части 
туловища человека [10−12]. 

Математическая модель невозмущенного 
двухзвенного маятника состоит из двух дифферен-
циальных уравнений, имеющих следующий вид: 
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где α  — угол поворота; α  — угловая скорость; α  — угловое ускорение; g — 
ускорение свободного падения; l  — длина; m  — масса материальной точки;  

 
Рис. 1. Кинематическая схема 

двухзвенного маятника 
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l  — коэффициент диссипации, а индексы 1 и 2 указывают на порядковый но-
мер соответствующего звена. 

Для решения задачи численного моделирования системы и оценки вектора 
состояния описание системы необходимо получить в форме Коши с учетом 
наличия внешних управляющих моментов 1u  и 2u . Для этого выполняют заме-
ну переменных: 
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Здесь x  — вектор состояния системы, а динамика системы описывается с 
помощью четырех дифференциальных уравнений первого порядка 

x f(x,u, ),t=  

где правые части имеют следующий поэлементный вид: 
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с учетом следующих обозначений: 
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Моделирование системы можно реализовать явным методом Рунге — Кут-
ты четвертого порядка, в котором после инициализации начальных условий 

0 0x x( )t= , которые в данном случае можно принять нулевыми, на каждой k-й 
итерации для момента времени kt  (при 1k kh t t −= − ) вычисляют значения 

1 2 3 4, , ,K K K K , а затем и решение 1xk+ : 

1 (x , );k kK f t=  
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1 1 2 3 4x x ( 2 2 ).
6k k
h K K K K+ = + + + +  

Модель измерений рассматриваемой системы сформирована для случая 
измерения двух углов — углов поворота каждого из звеньев, и в общем виде за-
писывается следующим образом: 

y x .k kC=  

Результат моделирования системы явным методом Рунге — Кутты четвер-
того порядка при ступенчатом входном воздействии 1(u  и 2u  равны единице с 
момента времени 1t =  с) без наличия входных и измерительных шумов пред-
ставлен на рис. 2. 

 
Рис. 2. Результат моделирования нелинейной модели двухзвенного маятника 

при ступенчатом входном воздействии: 
а — углы поворота звеньев; б — угловые скорости 

Добавление входных и измерительных шумов реализуется следующим об-
разом. В правых частях дифференциальных уравнений присутствует uk , кото-
рое можно представить в виде 

u r w ,k k k= +  

где rk  — полезный входной сигнал; wk  — входной шум. Добавление измери-
тельного шума νk  реализуется использованием следующей модели измерений: 

y x ν .k k kC= +  
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Расширенный фильтр Калмана. Для рассматриваемой нелинейной непре-
рывной системы оценка x̂  вектора состояния x , где первый и третий элемент — 
углы поворота звеньев, а второй и четвертый — соответствующие угловые ско-
рости, осуществляется с помощью гибридного варианта расширенного фильтра 
Калмана. Для этого сначала задают начальные значения апостериорных оценок 
вектора состояния 0|0x̂  и ковариационной матрицы 0|0P : 

0|0 0

0|0 0

x̂ E[x ];
diag(VAR[x ]).P

=
=

 

Определение начальных условий не является тривиальной задачей и требу-
ет либо предварительного получения данных от системы с последующим расче-
том начальных условий (не всегда можно реализовать на практике ввиду необ-
ходимости получения оценок сразу после запуска системы), либо априорного 
знания начального значения вектора состояния и характеристик входного шума 
(как правило, подобная информация априори отсутствует), либо двойного про-
хода фильтром Калмана имеющегося набора данных (не работает в режиме ре-
ального времени), либо оценки начальных условий в процессе работы фильтра 
Кармана (практически не реализуемая задача). В данной работе оценка 0|0x̂  
принята нулевой, а 0|0P  инициализируется как диагональная матрица с заведомо 
меньшими значениями, которые может принимать матрица Р (исходя из воз-
можных входных и измерительных шумов). В этом случае оценки вектора со-
стояния и ковариационной матрицы будут ненадежны лишь на некотором не-
большом начальном интервале времени. 

После инициализации начальных условий запускается итерационный про-
цесс, каждая итерация которого состоит из двух этапов. На первом этапе (этап 
прогноза) вычисляется априорная оценка вектора состояния | 1x̂k k−  и априорная 
оценка ковариационной матрицы |k kP  в моменты времени kt : 
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как результат решения двух дифференциальных уравнений на интервале от 
1kt −  до kt : 

т
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где kF  — матрица первых частных производных (матрица Якоби), вычисленная 
в момент времени kt  по известному значению апостериорной оценки 1| 1x̂ ;k k− −  

kQ  — ковариационная матрица входных шумов. Отметим, что достаточно точ-
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ное решение можно получить за одну итерацию, например метода Рунге — Кут-
ты четвертого порядка, при выборе достаточно малого шага h. 

На втором этапе расширенного фильтра Калмана (этап коррекции) опреде-
ляются апостериорные оценки вектора состояния |x̂k k  и ковариационной мат-
рицы |k kP  по рассчитанным ранее априорным оценкам | 1x̂k k−  и | 1k kP − . Алгоритм 
этапа коррекции имеет следующий вид: 
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∂

 

где kH  — матрица первых частных производных модели измерений в момент 
времени kt , которую считаем постоянной и равной C, что вполне согласуется с 
практическими задачами с позиции линейной модели измерений; kR  — ковари-
ационная матрица измерительных шумов. 

Затем осуществляется переход на следующий k+1 шаг, где полученные апо-
стериорные оценки |x̂k k  и |k kP  становятся 1| 1x̂k k− −  и 1| 1k kP − −  и весь процесс по-
вторяется. 

Сложности реализации гибридной версии расширенного фильтра Кал-
мана. Одной из проблем использования фильтров Калмана является потеря 
алгоритмом вычислительной устойчивости, причиной чего могут быть вычис-
лительные погрешности, неточное знание начальных условий или модели си-
стемы, неточное знание ковариационных матриц входных и измерительных 
шумов, особенно в случае их нестационарности. Помимо этого ряд сложностей 
возникает при практической реализации фильтров Калмана на микроконтрол-
лерах (в системах реального времени), вычислительной мощности которых мо-
жет быть недостаточно для вычисления на каждой итерации матрицы Якоби kF  

и нахождения обратной матрицы 1
kS− , особенно для систем большого порядка. 

Далее рассмотрен ряд решений, которые позволяют снизить объем вычислений 
и вероятность потери устойчивости при оценке вектора состояния гибридным 
вариантом расширенного фильтра Калмана [13, 14]. 

Несимметричность априорной ковариационной матрицы. Вычисляемая 
оценка априорной ковариационной матрицы | 1k kP −  при наличии вычислитель-
ных погрешностей может оказаться несимметричной матрицей, что приведет к 
увеличению ошибки оценки вектора х вплоть до потери устойчивости. Для по-
лучения симметричной матрицы | 1k kP −  решение соответствующего дифферен-
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циального уравнения находим с использованием разложения Холецкого, где 
матрица P представлена как т ,P LL=  а дифференциальное уравнение принимает 
следующий вид: 

т т т( ) .k k kP t F LL LL F Q= + +  

Сложность вычисления матрицы Якоби. Помимо аналитически обширных 
преобразований, которые могут потребоваться для получения матрицы Якоби, 
для ее вычисления в каждый момент времени kt  могут понадобиться суще-
ственные вычислительные ресурсы. Решением этой проблемы является числен-
ный расчет матрицы Якоби на каждом шаге, что реализуется, например, с ис-
пользованием метода конечных разностей (центральных разностей второго по-
рядка), где на каждом шаге расширенного фильтра Калмана сначала инициали-
зируется вектор m: 

1| 1ˆm x ,k k− −=  

а затем для i=1…n, где n — размерность вектора m, матрица Якоби J  вычисля-
ется по столбцам в соответствии со следующим алгоритмом: 

( ) ( ) ;
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Определяемая таким образом матрица J  является искомой матрицей  
kF  — матрицей первых частных производных, но при этом не требуется ни 

предварительных аналитических, ни громоздких численных расчетов. Отме-
тим, что в этом случае сознательно вносится вычислительная погрешность, 
т. е. матрица Якоби высчитывается приближенно. Снижение этой погрешно-
сти возможно за счет увеличения порядка используемой центральной ко-
нечной разности.  

Для рассматриваемой системы результаты моделирования показали, что 
ошибка оценки вектора состояния при численном определении матрицы Якоби 
незначительна по сравнению с рассчитываемой аналитически, что проиллю-
стрировано с помощью двух критериев (рис. 3, 4). Первый критерий — это след 
ковариационной матрицы |k kP , который соизмерим как для случая численного, 
так и для случая аналитического определения матрицы Якоби. Второй — это 
значение относительной ошибки оценки каждого из четырех элементов вектора 
состояния, которые также совпадают по порядку для рассматриваемых двух 
случаев.  
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Рис. 3. След матрицы |k kP  при различных методах вычисления матрицы Якоби 

 

 
Рис. 4. Нормированная ошибка оценки элементов вектора состояния  

при различных методах вычисления матрицы Якоби 

Сложность вычисления обратной матрицы 1
kS− . Этап коррекции содержит 

вычисление обратной матрицы 1,kS−  что для систем с большим порядком суще-
ственно загружает вычислитель. Сократить объем вычислений при вычислении 
обратной матрицы можно за счет использования QR-разложения. Для этого 
сначала вычисляют матрицу ,kS  а затем определяют унитарную матрицу Q и 
верхнетреугольную матрицу R, формирующие QR-разложение матрицы kS .  
В результате можно получить более эффективное (с позиции объема вычисле-
ний) определение обратной матрицы 1

kS−  следующим образом: 

1 т .kS Q R− =  

Другие сложности использования гибридной версии расширенного фильтра 
Калмана. Неточное знание модели, которое может привести к существенной 
ошибке оценки вектора состояния, можно компенсировать решением задачи 
идентификации, однако этот подход также имеет свои сложности. Неточное 
знание ковариационных матриц входных и измерительных шумов, особенно  
в случае их нестационарности, можно компенсировать за счет их непосред-
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ственной оценки на каждой итерации фильтра Калмана. В этом случае, как пра-
вило, применяют адаптивные фильтры Калмана [15, 16]. Для решения задачи 
адаптивной калмановской фильтрации, как правило, требуется получение глад-
кой оценки вектора состояния x, т. е. необходимо дополнительно отфильтровы-
вать входные шумы, в то время как фильтры Калмана, по сути, фильтруют толь-
ко измерительные шумы.  

Результаты моделирования. С использованием QR-разложения при вы-
числении обратной матрицы 1,kS−  разложения Холецкого при вычислении апри-
орной оценки ковариационной матрицы | 1k kP −  и численным расчетом матрицы 
первых частных производных при наличии входных и измерительных шумов в 
результате применения расширенного фильтра Калмана к рассматриваемой си-
стеме получаем следующие графики оценок угловых скоростей 1ω  и 2ω  (рис. 5). 
Как видно, эти оценки близки к своим истинным значениям, где истиной счита-
ется значения вектора x с аддитивным входным шумом. Аналогичные результа-
ты получаются и для оценки углов поворота звеньев, графики которых пред-
ставлены на рис. 6. 

 

 
Рис. 5. Оценка угловых скоростей звеньев двухзвенного маятника  

гибридным вариантом расширенного фильтра Калмана: 
а — для первого звена; б — для второго звена 

Выводы. В работе рассмотрена практическая реализация гибридного вари-
анта расширенного фильтра Калмана для оценки состояния непрерывной ди-
намической системы — двухзвенного маятника. В реализации гарантируется 
получение симметричной ковариационной матрицы, что снижает вероятность 
потери устойчивости алгоритмом, численно рассчитывается матрица первых  
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Рис. 6. Оценка углов поворота звеньев двухзвенного маятника  

гибридным вариантом расширенного фильтра Калмана 
а — для первого звена; б — для второго звена 

частных производных (матрица Якоби) при определении априорных оценок. 
Вычисление обратной матрицы 1

kS−  реализуется в результате QR-разложения, 
что позволяет уменьшить объем вычислений. 
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Abstract Keywords 

Various types of Kalman Filter are typically used to esti-
mate state vector of dynamical systems. Particularly for 
nonlinear systems the Extended or Sigma-point Kalman 
filter are widely, but both of them have practical limita-
tions. Those limitations could lead to instability of the 
algorithm and to increasing of estimation error. In this 
paper, we present the practical realization of the first-order 
Extended Kalman filter that is addressing those limitations 
with purpose to estimate the state of the continuous-time 
nonlinear two-link pendulum model with discrete-time 
measurements. In this realization symmetry of a priory 
covariance matrix is guaranteed and computational effi-
ciency is increased by utilizing numerical computation of 
Jacobi matrix and QR-decomposition in computing Kal-
man gain. 
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	где  — угол поворота;  — угловая скорость;  — угловое ускорение; g — ускорение свободного падения;  — длина;  — масса материальной точки;   — коэффициент диссипации, а индексы 1 и 2 указывают на порядковый номер соответствующего звена.

