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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача определения положения и устой-
чивости точек Лагранжа (либрации) в системе Солн-
це − Венера с целью исследования возможности фор-
мирования орбитальной системы для изучения вене-
рианской атмосферы. Для решения поставленной 
задачи найдены положения соответствующих точек 
либрации, а также определена устойчивость движе-
ния космического аппарата (КА) в таких точках. 
Поиск точек либрации в системе Солнце − Венера 
осуществлен исходя из их физического смысла. Для 
проверки устойчивости использован метод Ляпунова. 
При этом математическая модель движения КА в 
точке либрации предварительно линеаризована ме-
тодом малого параметра.  
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Введение. Для исследования атмосферы Венеры необходимо сформировать си-
стему, состоящую из двух аппаратов. Один из аппаратов можно разместить на 
ограниченной орбите в окрестности одной из точек либрации системы Солн-
це − Венера, поскольку главным свойством данной области пространства явля-
ется способность сохранять свое положение относительно исследуемой системы 
небесных тел при их движении. Для подобного размещения необходимо опре-
делить положения точек либрации, что выполняется в ходе подготовки данных 
для последующего формирования соответствующих миссий. 

Процесс определения положения точек в математической постановке сво-
дится к решению линейных уравнений, получаемых с учетом ряда допущений, 
которые можно представить в следующем виде: 

1) масса небесных тел Солнца и Венеры, много больше массы космического 
аппарата (КА), поэтому данной величиной можно пренебречь: 

{ }3   1,2 ;im m i>> ∀ ∈  

2) давление света, уровень солнечной активности, возмущения магнитных 
полей и влияние гравитационных полей других небесных тел (Юпитер, Земля, 
Луна и т. п.) в ходе решения задачи не учитываются; 
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3) положение каждой из точек определяется независимо друг от друга, т. е. 
определение положения каждой из точек является отдельной задачей, но по 
причине подобия эти задачи сведены к одной. 

Отдельно стоит оговорить системы координат, используемые при решении 
данной задачи. Из всей совокупности систем координат используются следующие: 

− экваториальная система координат с центром, совпадающим с центром 
масс Солнца; 

− вращающаяся система координат с центром, совпадающим с центром 
масс барицентра Солнце − Венера, ось xe  такой системы ориентирована по ли-
нии, соединяющей центры масс Венеры и Солнца, ось ze  направлена по оси 
вращения системы Солнце-Венера, ось ye  располагается в плоскости эклиптики 
и дополняет систему векторов до правой тройки. 

Определение положения точек 
либрации. Определение положения 
точек Лагранжа L1, L2, L3. Точки Ла-
гранжа (либрации, L-точки) служат 
частным решением задачи трех тел. 
Особенностью всех точек либрации 
является то обстоятельство, что в си-
стеме из двух массивных тел их по-
ложение остается неизменным отно-
сительно них (рис. 1). При этом объ-
ект с пренебрежимо малой массой, 
находящийся там, не испытывает ни-
каких воздействий со стороны двух 
исходных массивных тел, кроме гра-
витационных.  

 

 
Рис. 2. Положение коллинеарных точек либрации (L1, L2, L3) 

Для приблизительного определения положения коллинеарных точек либ-
рации (L1, L2, L3, расположенные на одной прямой, рис. 2) в системе «Солнце — 
Венера» рассматривается влияние гравитационных сил со стороны Венеры и 
Солнца, которые уравновешиваются центробежной силой [1−5]: 

для точки L1 

 

2

2 2 ;
( )

s s sGMm Gmm m V
r Rr R R

− =
−−

 (1) 

для точки L2 

 
2

2 2 ;
( )

s s sGMm Gmm m V
r Rr R R

+ =
++

 (2) 

 
Рис. 1. Положение точек либрации 
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для точки L3 

 
2

2 2 ,
( )

s s sGMm Gmm m V
R rR r R

+ =
−−

 (3) 

где   M — масса Солнца; m  — масса Венеры; sm  — масса КА, который находит-
ся в соответствующей точке либрации; r  — расстояние от Солнца до Венеры; R  
— расстояние от Венеры до КА, т. е. до соответствующей точки либрации, кото-
рое необходимо определить; V  — скорость движения КА. 

Орбитальный период КА, находящийся в соответствующей точке либра-
ции, определяется следующим образом [6−9]: 

для L1 

 2 ( ),sVT r R= π −  откуда 
2 2

2
2

4 ( ) ;
s

r RV
T

π −=  (4) 

для L2 

 2 ( ),sVT r R= π +  откуда 
2 2

2
2

4 ( ) ;
s

r RV
T

π +=  (5) 

для L3 

 2 ( ),sVT R r= π −  откуда 
2 2

2
2

4 ( ) ,
s

R rV
T

π −=  (6) 

где sT  — орбитальный период КА. 
Подставляя выражения (4) − (6) в уравнения (1) − (3) соответственно и вы-

полняя некоторые преобразования, получаем:  
для L1 

 
2

2 2
( ) 4 ( ) ;

s

GM Gm r R r R
r R R T

− π −− =
−

 (7)  

для L2 

 
2

2 2
( ) 4 ( ) ;

s

GM Gm r R r R
r R R T

+ π ++ =
+

 (8) 

для L3 

 
2

2 2
( ) 4 ( ) .

s

GM Gm R r R r
R r R T

− π −+ =
−

 (9) 

Поскольку Венера тоже вращается вокруг Солнца, то орбитальные периоды 
движения КА и Венеры должны совпадать, так как положение точек либрации 
зависит от положения Венеры в пространстве относительно Солнца: 

 ,sT T=   

где T  — орбитальный период Венеры. 
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Орбитальный период Венеры по третьему закону Кеплера определяется 
следующим образом:  

 
2 3

2 4 rT
GM
π=  (10)  

Подставляя выражение (10) в уравнения (7) − (9), получаем:  
для L1 

 
2

2 3
( ) ( ) ;GM Gm r R GM r R

r R R r
− −− =

−
  

для L2 

 
2

2 3
( ) ( ) ;GM Gm r R GM r R

r R R r
+ ++ =

+
  

для L3 

 
2

2 3
( ) ( ) .GM Gm R r GM R r

R r R r
− −+ =

−
  

После преобразований имеем:  
для L1 

 3 2 3 ;
( ) ( )

M m M
r R R r R r

− =
− −

  

для L2 

 3 2 3 ;
( ) ( )

M m M
r R R r R r

+ =
+ +

  

для L3 

 3 2 3 .
( ) ( )

M m M
R r R R r r

− =
− −

   

Пусть ,m y
M

=  .R z
r

=  Для Венеры и Солнца 62,44696 0 .1y −= ⋅  После преоб-

разований получаем:  
для L1 

 3 2
1 1;

(1 ) (1 )
y

z z z
− =

− −
  

для L2 

 3 2
1 1;

(1 ) (1 )
y

z z z
+ =

+ +
   

для L3 

 3 2
1 1.

( 1) ( 1)
y

z z z
+ =

− −
  

Аналитически решая данные уравнения относительно z, можно получить 
следующие решения:  
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для L1 и L2: 0,009 37;z ≈  
для L3: 2.z ≈  
Откуда:  
для L1: 1 014 096 км;R ≈  
для L2: 1 014 096 км;R ≈  
для L3: 216 400 000 км.R ≈  
Определение положения точек 

Лагранжа L4 и L5. Для приблизитель-
ного определения положения точек L4 
и L5 в системе Солнце − Венера в об-
щем случае рассматривают три точеч-
ные массы 1 2 3,  , , m m m  которые вращаются вокруг их взаимного центра притяже-
ния O. Схема расположения тел в системе показана на рис. 3. 

Пусть движение начинается в плоскости треугольника, показанного на рис. 
3, и, поскольку все силы находятся в этой плоскости, оно останется там. Необ-
ходимо определить такие расстояния 1 2 2,  , , R R R  при которых точечные массы 
будут сохранять свое взаимное положение, т. е. форма треугольника меняться 
не будет. Период обращения в таком случае должен быть постоянным для всех 
трех точек.  

Пусть 1 2 3,  ,  r r r  — расстояния данных трех масс от точки О. Тогда их скоро-
сти будут равны соответственно 

 1
1 2 ;

r
V

T
= π    2

2 2 ;
r

V
T

= π    3
3 2 .

r
V

T
= π   

Пусть исследуемая система отсчета вращается вместе с массами. Тогда в до-
полнение к гравитационным силам на каждую массу действует центробежная 
сила, направленная вдоль векторов 1 2 3, ,r r r соответственно. Таким образом, 
центробежные силы: 

 
22

1 1
1 1 1

1

2 ;
m

m
r T

π = =   
V

F r   

 
22

2 2
2 2 2

2

2 ;
m

m
r T

π = =   
V

F r    

 
22

3 3
3 3 3

3

2 .
m

m
r T

π = =   
V

F r    

В общий вывод сил во вращающейся системе отсчета также входят силы 
Кориолиса. Но поскольку массы сохраняют фиксированные позиции в углах (A, 
B, C), такие силы не вводятся. 

 
Рис. 3. Система трех тел 
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Обозначим гравитационную силу, действующую на массу 1,m  от массы 2,m  
как 12 ,F  а на массу 2m  от 1m  — как 21.F  Поскольку массы находятся в равнове-
сии, справедлива система 

 

2

12 13 1 1

2

21 23 2 2

2

32 31 3 3

2 0;

2 0;

2 0.

m
T

m
T

m
T

 π + + =   
 π  + + =   
 π + + =   

F F r

F F r

F F r

  (11) 

Суммируем все уравнения:  

 
2

12 13 21 23 32 31 1 1 2 3 3
2( ) 0.m m m
T
π + + + + + + + + =  

F F F F F F r r r   (12) 

Согласно третьему закону Ньютона,  

 12 21;= −F F     13 31;= −F F     23 32.= −F F   (13) 

Преобразуем выражение (12) с учетом (13): 

 1 1 2 3 3 3 0.m m m+ + =r r r   (14) 

Пусть 3,ВА = R


 2 ,CА = R


 тогда по правилу сложения векторов 

 
1 2 3

1 3 2

1 1

;
;

.

 = + = +
 =

r r R
r r R
r r

   

Умножаем каждое уравнение данной системы на 2 3 1, ,m m m  в соответствии с 
очередностью:  

 1 1 2 3 1 1 2 2 3 3 3 2 2 3( ) ( ) .m m m m m m m m+ + = + + + +r r r r R R   (15) 

Пусть 1 2 3M m m m= + + , тогда выражение (15) с учетом (14) можно преобра-
зовать как 
 1 3 2 2 3.M m m= +r R R   (16) 

Обозначив 3
2 2 ,

m
M

=ρ R  2
3 3 ,

m
M

=ρ R  перепишем выражение (16): 

 1 2 3.= +r ρ ρ  (17) 

Графически это можно представить в виде схемы, показанной на рис. 4. 
Здесь векторы 2,ЕА = ρ



 3,DА = ρ


 а выражение (17) соответствует правилу сло-
жения векторов. 
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Первое уравнение в выражении (11) образует треугольник в векторной форме, 
причем 12 2 ,↑↑F ρ  а 13 3,↑↑F ρ  т. е. треугольники, образованные первым уравнени-
ем выражения (11) и выражением (17), подобны: 

1321

3 2
,

FF
=

ρ ρ
    откуда    12 2 13 3.F Fρ = ρ  

Учитывая, что 1 2
12 2

3

;
m m

F G
R

=  

1 3
13 2

2

m m
F G

R
=  и 3

2 2 ;
m
M

=ρ R  2
3 3 ,

m
M

=ρ R  

запишем: 

3 1 31 2 2
2 32 2

3 2

m m mm m m
G R G R

M MR R
= , 

откуда 2 3R R= . 
Аналогичные преобразования 

можно выполнить и для 2 1,  ,R R  откуда 
следует, что 1 2 3.R R R= =  Таким обра-
зом, при равенстве 1 2 3R R R= =  система уравнений равновесия (11) является 
справедливой, т. е. исходная система из трех масс при движении будет сохра-
нять свое взаимное положение.  

С учетом полученных соотношений, в первом приближении расстояния от 
Венеры до точек либрации L4 и L5 равны расстоянию между Солнцем и Венерой, 
т. е. 108 200 000 км.R ≈  При этом система Солнце − Венера − точка L4 (L5) в гео-
метрической интерпретации будет давать равносторонний треугольник, а точки 
L4 и L5 будут находиться на орбите Венеры.  

Линеаризация математической модели движения КА. Прежде чем перейти к 
исследованию устойчивости, необходимо на основе допущений, выдвинутых в по-
становке задачи, сформировать математическую модель, способную описывать 
движение КА в условиях гравитационного притяжения двух небесных тел. Система 
уравнений в проекциях на оси вращающейся системы координат имеет вид [1−5] 

 

2 1
1 3 3

1
2

1 3 3

2
2

2

2
1

1 3 3
1

2

2
2

;

;

;

;
;

( ) ( )
2

2

,

x

y

z

x

y

x x x x
x y

R R
y y

z

x V
y V

y x
R R

z z
R R

z V

− −
ω + ω + µ + µ

ω − ω − µ − µ

 =

 =

 =
 = =

=

−µ µ



−



















  

где ( ,  , ,  ), ,  x y zx y z V V V=X  — вектор состояния КА, записанный в проекциях на 

оси вращающейся системы координат; 2 2 2)( ;i x xi y zR r r r r= − + +  

 
Рис. 4. Графическое представление 

выражения (17) 
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3 2
1 1  32 712 440 018 км /сµ =  — гравитационный параметр Солнца; 

3 2
2 324 859 км /сµ =  — гравитационный параметр Венеры; 

 1 2
2
12

,
R

µ + µ
ω =   

R12 — радиус-вектор, соединяющий центры масс Солнца и Венеры.  

Упростим математическую модель движения КА, введя 2

2 1
 

µ
µ =

µ + µ
 — гра-

витационный параметр барицентра системы Солнце − Венера. Для удобства 

определим также вспомогательную величину 1

2 1
1   .

µ
− µ =

µ + µ
 

Учтем особенность выбора центра используемой системы координат. Ввиду 
выбора нами центром вращающейся СК барицентр системы Солнце − Венера, 
координаты 1 2, x x  связаны соотношением 

 1 2(1 ) 0,x x− µ + µ =   
откуда 

 1

2

;
1 .

x
x

= −µ
 = − µ

  

Окончательно вводим нормированное расстояние 
12

  {1,  2},i
i

R
i

R
ρ = ∀ ∈  но-

вое (абсолютное) время .tτ = ω  
Новая математическая модель движения примет вид 

 

2

2

3 3
1

3 3
1

3 3
1 2

11 ;

1 ;

1

( )2 ( )

2 ( )

( ;

;
;
.

)

x

y

z

x

y yy

z

x

zz

x V
y V

x

V

x

y

z

xy + µ −+ − µ
ρ ρ

− − µ
ρ ρ

− µ
ρ

− µ = − µ −

 = − µ −

 = − µ −
 =
 =


=

ρ



















  

Запишем первую часть модели в матричной форме: 

 
1 0 0 0 2 0
0 1 0 2 0 0 ( ),
0 0 0 0 0 0

   
   = + − +   
      

r r r f r     
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где 

 3
1

2
3
2

( ) (1 ) .
− −

= − − µ − µ
ρ ρ

1r r r r
f r    

Видно, что уравнение представляет собой нелинейную зависимость, кото-
рую необходимо привести к линейной. 

Линеаризацию будем проводить методом малого параметра, раскладывая 
исходное нелинейное уравнение в ряд Тейлора по степеням в окрестности точ-
ки либрации: 

 
1

1( ) ( )
!

) ( ,n n

n

a
n

∞

=

+ −∑L Lf r = f r r r    

где  

 ( ) .a ∂=
∂
f r

r
  

Ввиду технической невозможности учета всех компонент разложения 
функции в ряд Тейлора, ограничимся только линейными членами, предполагая, 
что остальные члены малы и не вносят существенного вклада на данном этапе 
исследования математической модели движения, запишем 

 ( )( ) ( () ).L
∂≈ + −

∂L
f rf r f r r r

r
  

Учтем, что  

 
т т( (

.
) )i

i

∂ −∂ρ − −
= = =

∂ ∂ − ρ
i i i

i

r r r r r r
r r r r

  

Исходя из этого вычислим производную функции: 

( ) ( )2 2т т
1 1 2 2

1 2
5 21 5)( ) )( ) 1 3( (3 )( .L L L L L L

L L

f − − −∂ − µ µ= −
− −

+ − −
∂

− −r r r r r r r r r r r r r
r r r r r

  

Рассмотрим два случая. 
А. Случай коллинеарных точек либрации. 

С учетом координат коллинеарных точек либрации 0
0

Lx 
 =  
  

r  получим: 

 
2 0 0

( ) 0 0 ,
0 0

a
f a

a

 
∂  = − ∂  − 

r
r

  

где 1 2 33 3
1    { ,  , . }

1L L

a L L L L
x x

− µ µ= + ∀ ∈
+ µ − + µ
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Б. Случай точек либрации, образующих равносторонний треугольник с 
небесными телами: 
 1  {1,2}.L i i− = ∀ ∈r r   

Тогда 

{ }4 5

1 3 3 0 1 3 3 0
( ) 1 3 3 5 0 3 3 5 0 ,

4 4
0 0 4 0 0 4

f r i L L
r

   − ± −
   ∂ − µ µ= ± + ∀ ∈   ∂    − −   



  

Получим окончательные линейные зависимости. 
А. Случай коллинеарных точек либрации: 

 
1 2 0 0 0 2 0

0 1 0 2 0 0 (
0

)
0

.
0 0 0

L

a
a

a

   +
   = − + − +   
   −   

r r r f r     

Б. Случай точек либрации, образующих равносторонний треугольник с 
небесными телами: 

1 3 3 0 1 3 3 04 0 0 0 2 0
1 10 4 0 3 3 5 0 3 3 5 0 2 0 0 (
4 4 4

0 0 0 0 0 4 0 0 4 0
)

0
;

0
L

    − ± −       − µ µ    = + ± + + − +             − −        

r r r f r






  

3 3 3 6 3 0 0 2 0
1 3 3 6 3 9 0 2 0 0 ( ).
4

0 0 4 0 0 0
L

 ± µ  
   = ± µ + − +      −   

r r r f r






  

 
Исследование точек либрации на устойчивость. Получив линеаризован-

ную в первом приближении модель движения КА в окрестности точки либра-
ции, исследуем устойчивость его положения в такой точке. Для исследования 
устойчивости воспользуемся методом Ляпунова для первого линейного при-
ближения, оценив необходимые условия устойчивости. 

А. Случай коллинеарных точек либрации. 
Запишем соответствующую линеаризованную модель движения в осях 

вращающейся системы координат [1−6]: 

 
(1 2 ) 2 ( );
(1 ) 2 ;

.

Lx a x y f x
y a y x
z az

 = + + +
 = − −
 = −

 

 



  



Исследование точек либрации в системе Солнце − Венера с целью формирования … 

Политехнический молодежный журнал. 2019. № 08 11 

Рассмотрим уравнения отдельно: 

 
(1 2 ) 2 ( ) 0;
(1 ) 2 0;

0.

Lx a x y f x
y a y x
z az

 − + − − =
 − − + =
 + =

 

 



  

Запишем характеристические уравнения для каждого дифференциального 
уравнения: 

 

2

2

2

(1 2 ) 2 ( ) 0;

(1 ) 2 0;

0.

La f x

a

a

λ − + − λ − =
λ − − + λ =
λ + =

  

Поскольку в данной работе рассматривается плоская круговая ограничен-
ная задача трех тел, пренебрежем последним уравнением и рассмотрим устой-
чивость точек либрации, находящихся в плоскости эклиптики. 

Составим определитель из первых двух уравнений системы: 

 
2

2

 (1 2 )    2
 .

2  (1 )

a

a

λ − + − λ

λ λ − −
  

Зададим условие устойчивости как равенство нулю определителя: 

 
2

2

 (1 2 )    2
0;

2  (1 )

a

a

λ − + − λ
=

λ λ − −
  

 4 2(2 )    (1 )(1 2 )   0 .a a aλ + − λ + − + =    

Решив получившееся биквадратное уравнение, получим: 

 
2

2
1,2,3,4

2 9    8 10    0,  .
2 2

a a a− ± −  λ = > ∀µ ∈  
   

Поскольку в уравнении есть положительные корни, можно сделать вывод о 
неустойчивости точек либрации 1 2 3{ ,  , } .L L L  

Б. Случай точек либрации, образующих равносторонний треугольник с 
небесными телами 4 5{ }, .L L  

Запишем математическую модель движения КА в окрестности треугольных 
точек либрации в матричном виде: 

 

3 3 3 6 3 0 0 2 0
1 3 3 6 3 9 0 2 0 0 (
4

0 0
.

0 4 0 0
)L

 ± µ  
   = ± µ + − +      −   

rr r r f
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С помощью несложных арифметических преобразований составим харак-
теристическое уравнение: 

 4 2 27       (1    )  0 .
4

λ + λ + µ −µ =   

Решив получившееся биквадратное уравнение, получим: 

 2
1,2,3,4

1 1 27  (1    )
.

2
− ± − µ −µ

λ =   

С учетом того что рассматриваемые точки располагаются в системе Солн-
це − Венера, из подкоренного выражения получаем 1 27 (1    )   0.− µ −µ <  В таком 
случае получаем две пары комплексных корней отрицательной действительной 
частью. Отсюда делаем вывод, что треугольные точки либрации устойчивы в 
первом приближении. 

Заключение. Исследованы положения точек либрации 1 2 3 4 5{ ,  ,  ,  ,  }L L L L L  в 
системе Солнце – Венера. Сформирована соответствующая математическая мо-
дель движения КА в окрестности соответствующих точек либрации исследуе-
мой системы, необходимая для определения устойчивости КА в окрестностях 
этих точкек. 

Поскольку расстояние до точек либрации 4 5{ , }L L  велико, затраты на до-
стижение этих точек превосходят ожидаемые результаты миссии по изучению 
атмосферы Венеры.  

Для формирования ограниченной орбиты наиболее энергетически выгод-
ными являются точки либрации 1 2{ , }L L , так как расстояние от Венеры до них 
меньше, чем до точек 3 4 5}{ , ,L L L . 

Ввиду особенностей формирования орбитальной системы с целью просве-
чивания атмосферы Венеры радиолучом сделаем заключение о полной пригод-
ности обоих точек для формирования ограниченной орбиты КА, следующего в 
точку либрации. 
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Abstract Keywords 

The problem of determining the position and stability of 
the Lagrange points (libration points) in the Sun-Venus 
system is examined in order to study the possibility of 
forming an orbital system for exploring the Venusian 
atmosphere. To solve this problem, the positions of the 
corresponding libration points were found, and the stabil-
ity of the spacecraft (SC) motion at such points was deter-
mined. The search for libration points in the Sun-Venus 
system is based on their physical meaning. To test the 
stability, the Lyapunov method was used. Moreover, the 
mathematical model of the spacecraft motion at the libra-
tion point is preliminary linearized by the small parameter 
method. 
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