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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача о поперечных изгибных колеба-
ниях прямолинейной упругой балки. Изгиб балки 
прямой, колебания системы малые. В реальности 
данную систему можно рассматривать как неко-
торую мачту или заводскую прямолинейную трубу. 
В теории уравнений математической физики суще-
ствует понятие двойственности. В данной статье 
изложен подход, основанный на методе Граммеля. 
Показано, что если в качестве предварительных 
удовлетворяются геометрические граничные усло-
вия (метод Бубнова — Галёркина), то силовые усло-
вия будут естественными и наоборот, как в этом 
случае, а именно в методе Граммеля. 
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Рассмотрим изгибные колебания идеально упру-
гой вертикальной консоли (рис. 1), опора кото-
рой совершает малые вертикальные колебания 
согласно уравнению  

 0(t)  sin .u u t  

Масса балки m, плотность ρ равномерно рас-
пределена по ее длине l с погонной массой 
 0 / .m l  

Уравнение колебаний поперечной консоли 
запишем в виде [1] 
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 М — изгибающий момент; EJ0 — изгибная жесткость; y(x, t) — 

прогиб балки; ω — частота колебаний системы. 
Согласно принципу Гамильтона [2] имеем: 
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Рис. 1. Механическая система 
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Действие по Гамильтону  ( П)
t

Т dt Н  [3]. Здесь τ — период колебаний 

системы; Т — кинетическая энергия балки,  
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П — потенциальная энергия системы,  
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Отметим, что в данном случае силы тяжести не учитываются (случай неустой-
чивости прямолинейной формы равновесия оси балки — случай Эйлера) [4]. 

Поскольку  ( ) ( ),  cos ,y x t f x t  из (2) находим: 
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Здесь T̂  и гП̂  — амплитудные значения кинетической и потенциальной 
энергий системы.  

Выполнив интегрирование в (2), получим: 
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Так как  
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 (τ — период колебаний системы), 
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Зададим  f(x) в виде   
   ( )( .)f x a x   

Потенциальную энергию вычисляем не по формуле    
2

0
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f x EJ dx  

(это имеет место в методе Рэлея [5]), а по формуле (1). Эта формула предпочти-
тельнее, поскольку мы не дифференцируем f(x), а интегрируем, вычисляя М(х): 
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При одной и той же функции f(x) результаты получаются точнее по отноше-
нию к частоте первого тона изгибных колебаний [6]. 
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Зададим f(x) в виде  2) , (f x ax  где а — неизвестный переменный параметр, 
аналог обобщенной координаты. Вычислим 

    2 2
1 0 0

  .
x x
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Получим: 
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Граничные условия для консоли имеют следующий вид: 

 y(x = 0) = 0; y′′(x = l) = 0; y′(x = 0) = 0; y′′′(x = l) = 0.    (4) 

Здесь  / .y dy dx  

Удовлетворяя условиям (4) с помощью (3), запишем: 
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Интегрируя (5), получим:   
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Поскольку 
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Поскольку на свободном конце балки при x = l (l, ) 0,M t  можно записать 
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Так как согласно принципу Гамильтона δН = 0,  

       2 4
г

ˆˆ2 ( П 0.)
t

dtH a a T  

Поскольку а  0, δа  0,  2
гП̂ / .T  Здесь гП̂  — амплитудное значение по-

тенциальной энергии по Граммелю. 
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Рассмотрим параметрические коле-
бания системы, учитывая только первый 
тон собственных колебаний (рис. 2) [7]. 
Пусть прогиб y(x, t) = f(x)s(t). 

Интенсивность пары переносных 
сил инерции от вертикальных колеба-
ний системы [8]: 

    2
0 0, ) sin   ( ) ( ).t d u p pt f x s tM(  

Дифференциальное уравнение для 
функции s(t) [9]: 

 0 0
1 1 .sm s c s Q  

Здесь Qs  — s-я обобщенная сила системы, 
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С учетом Qs 
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Это уравнение — уравнение Матье 
[10] параметрических колебаний си-
стемы. Основной параметрический 
резонанс будет при p = 2ω1 (рис. 3).  

Заключение. В статье приведено описание метода Граммеля, который дает 
более быструю сходимость для первого тона колебаний по сравнению с другими 
приближенными методами Ритца и Рэлея. Показана возможность существова-
ния параметрического резонанса в сооружениях, имеющих большие параметры 
гибкости стержней (отношение длины к диаметру). 

         

 
Рис. 2. Схема нагружения балки 

 
Рис. 3. Область неустойчивости колеба-

тельной системы от коэффициентов ε и z: 


2
pz  — коэффициент пульсации, ε — ко-

эффициент модуляции; заштрихованная об-
ласть — область параметрического резонанса 
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Abstract Keywords 
This article reviews the problem of transverse bending 
vibrations of a rectilinear elastic beam. The bending of the 
beam is straight, the system vibrations are small. In reality, 
this system can be considered as a mast or factory straight 
pipe. In the theory of equations of mathematical physics, 
there is the concept of duality. This article outlines an 
approach based on the Grammel’s method. It is shown that 
if geometric boundary conditions are satisfied as prelimi-
nary conditions (the Bubnov — Galerkin’s method), then 
the force conditions will be natural and vice versa, as in 
this case, and especially in the Grammel’s method. 
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ametric resonance, Mathieu equa-
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