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Аннотация Ключевые слова 
Работа посвящена нахождению точек Лагранжа 
(точек либрации) как частного решения ограни-
ченной задачи трех тел. В такой задаче масса 
одного из тел, составляющих систему, пренебре-
жимо мала по сравнению с двумя другими, при 
этом никакие силы, кроме гравитационных, не 
учитываются. Моделирование задачи осуществля-
ется с помощью принципов классической механи-
ки. Исследовано и математически описано распо-
ложение данных точек в системе Марс — Фобос. 
Приведено доказательство расположения тре-
угольных точек либрации с учетом законов грави-
тационного взаимодействия. Найдены численные 
значения координат точек либрации для рассмат-
риваемой системы тел. Выполнен обзор вариантов 
практического применения данной задачи в косми-
ческих исследованиях. 
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Введение. В ограниченной задаче трех тел, одной из основных в небесной меха-
нике, рассматривается взаимодействие трех тел (материальных точек), масса 
одного из которых пренебрежимо мала по сравнению с массой двух других.  
В такой системе не действуют никакие силы, кроме гравитационных, и суще-
ствуют пять точек, в которых малое тело будет оставаться неподвижным отно-
сительно двух массивных. Это так называемые точки либрации, или точки Ла-
гранжа. Они получили свое название в честь французского математика Жозефа 
Луи Лагранжа, который первым в 1772 г. привел решение математической зада-
чи, из которой следовало существование этих особых точек. 

Три такие точки ( 1L , 2L , 3L ) находятся на одной линии с притягивающими 
телами и носят название коллинеарных точек либрации. Еще две ( 4L , 5L ) обра-
зуют с ними равносторонние треугольники — это треугольные точки либрации 
(рис. 1). 

В данной работе рассматриваются Марс и Фобос как массивные тела, грави-
тационные силы которых действуют на космический аппарат. 
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Рис. 1. Расположение точек Лагранжа в системе Марс — Фобос 

Расчет координат коллинеарных точек либрации. Для начала найдем 
центр системы Марс — Фобос (рис. 2).  

 

 
Рис. 2. Система координат  

Положение центра масс (центра инерции) системы тел в классической ме-
ханике определяется следующим образом: 
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где rc — радиус-вектор центра масс; ri — радиус-вектор i-го тела системы; mi — 
масса i-го тела. 

Положим начало координат в центре Марса, тогда уравнение центра масс 
примет вид 
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где R — расстояние от Фобоса до Марса, 1, 4R d  (d — диаметр Марса, 
6779 0, 4d    км); 1M  — масса Марса,  23

1 6, 4171 10M    кг; 2M  — масса Фо-
боса, 16

2 1,072 10M    кг. 
При подстановке вышеуказанных значений получим 

9490,6 0,56R    км. 

Подставим в уравнение центра масс: 
16

4 9
23 16

1,072 10 (9490,6 0,56) 1,5858 10 9,3550 10 .
6, 4171 10 1,072 10c

   
    

  
r  

Следовательно, координата центра масс C: 4 9(1,5858 10 9,3550 10 ; 0).     
В системе координат с началом отсчета в центре масс системы и с осью, 

направленной от центра масс к менее массивному телу, координаты точек рас-
считывают по следующим формулам.  

Для 1L , 2L , 3L : 
1/3

1 1 ; 0 ;
3

r R
            
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При подстановке вышеуказанных значений получим 
81,6705 10   . 

Следовательно: 
1 9473,7783 0,5590r   км; 

2 9507, 4216 0,5609r   км; 

3 9490,6000 0,5600r    км. 

координаты точек либрации 1L , 2L , 3L  на оси Оx. 
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Исследование расположения треугольных точек либрации. Наличие этих 
точек и их высокая стабильность расположения обусловливается тем, что силы 
притяжения со стороны двух массивных тел соотносятся в той же пропорции, 
что их массы, и таким образом результирующая сила направлена на центр масс 
системы. Кроме того, геометрия треугольника сил подтверждает, что результи-
рующее ускорение связано с расстоянием до центра масс той же пропорцией, 
что и для двух массивных тел. Поскольку центр масс является одновременно и 
центром вращения системы, результирующая сила точно соответствует той, ко-
торая нужна для удержания тела в точке Лагранжа в орбитальном равновесии с 
остальной системой. Данная треугольная конфигурация была обнаружена Ла-
гранжем во время работы над задачей трех тел.  

В Солнечной системе устойчивые треугольные точки либрации образованы 
совместным действием сил тяготения Солнца и наиболее массивной планеты — 
Юпитера. По наблюдениям астрономов, две группы астероидов (получившие 
названия «Греки» и «Троянцы») захвачены в окрестностях этих точек и движут-
ся по орбите Юпитера, соответственно опережая его и отставая на 60. Поэтому 
треугольные точки либрации также называют троянскими. 

Если на основе линии, соединяю-
щей оба тела системы, построить два 
равносторонних треугольника, две 
вершины которых соответствуют цен-
трам тел, то точки 4L  и 5L  будут соот-
ветствовать положению третьих вер-
шин этих треугольников, расположен-
ных в плоскости орбиты второго тела  
в 60 впереди и позади него.  

Приведем математическое обосно-
вание данного факта. 

Есть два небесных тела B и C  
(в данном примере — Марс и Фобос со-
ответственно), которые движутся вокруг 
общего центра инерции O  по окружно-
сти. Радиусы окружности известны — 

это 1r , расстояние BO , и 2r , расстояние OC  (рис. 3). Массы тел B  и C — 1m  и 2m  
соответственно. Есть третье тело (в данном примере — космический аппарат), не 
влияющее на движение первых двух, которое попадает с нулевой относительной 
скоростью в точку A на плоскости орбит, которая находится на одинаковом рас-
стоянии от точки B и от точки C, то есть треугольник ABC — равносторонний. 
Необходимо доказать, что тело навсегда останется в точке A в таком случае. 

Для начала запишем закон всемирного тяготения (закон Ньютона), причем 
для этого перейдем в подвижную систему координат. Система координат Oxy 
вращается таким образом, что точки B и C все время остаются на оси Ox. 
Найдем угловую скорость, с которой в этом случае происходит вращение точек 
B и C по окружности.  

 
Рис. 3. Схема расположения  
треугольных точек Лагранжа  
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Угловую скорость вращения этой системы координат можно найти исходя из 
того, что сила, действующая на первую массу (точку B), вычисляется по формуле 

1 2
2

Gm mF
r

  

и сила равна произведению ускорения на массу (по второму закону Ньютона), то 
2

1 1.F m r   

Точно такая же сила F действует на точку C, поэтому  
2

2 2 .F m r   

Отсюда можно определить угловую скорость:  

2 2
2

1

,Gm
r r

   

либо  
2 1

2
2

,Gm
r r

   

где r = 1 2r r = .BC  
Теперь выразим 1r  и 2r  через r . Длина r  — это сумма 1 2r r . Известно, что 

O  — это центр инерции, т. е. центр масс для системы B  и C , и поэтому 1r  через 

r  можно выразить, как 2
1

1 2

m rr
m m




, а 2r , таким же образом, 1
2

1 2

m rr
m m




.  

Запишем закон Ньютона во вращающейся системе координат для точки О:  

21 2
3 3 ,Gm m Gm mmOA BA CA m OA

r r
       

где 2m OA  — переносное ускорение.  
Выразим все величины через : 

21
22 ;Gm r

r
         22

12 ;Gm r
r

         ;BA BO OA          .CA CO OA   

Подставим эти выражения в уравнение для ускорения точки A, получим  
2 2 2 2

22 2 1 1 0,m r m r m r m rBO OA CO OA m OA
r r r r
   

        

поскольку при сложении 
2

2 ,m r OA
r
  

2
1m r OA

r
  и 2m OA  взаимно уничтожатся 

так же, как и 
2

2m r BO
r
   с  

2
1 .m r CO

r
  
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То есть, ускорение тела массы m, помещенного в точку A, вершину равно-
стороннего треугольника, равно нулю.  

Заметим так же, что есть еще одна точка в вершине равностороннего тре-
угольника, в которой тело с нулевой относительной скоростью будет оставаться 
в этой точке бесконечно долго. Эта точка находится симметрично данной отно-
сительно оси Ox в вершине равностороннего треугольника.  

Исходя из геометрического расположения точек 4L , 5L  в вершинах равно-
стороннего треугольника, получим координаты: 

4
3, ;

2 2
R Rr

 
   
 

 5
3, ,

2 2
R Rr

 
    
 

 

где 1 2

1 2
0,99.M M

M M


  


 

С учетом численных значений для системы Марс — Фобос получим: 

4 (4697,847 0,2772; 8219,1007 0, 4849)r     км; 

5 (4697,847 0,2772; 8219,1007 0, 4849)r      км. 

Точки Лагранжа в космических исследованиях. Лагранжевы точные решения 
задачи трех тел представляют практический интерес для космической динамики 
благодаря возможности запуска стационарного спутника в треугольные точки либ-
рации. Наиболее широкие возможности для наблюдений предоставляют точки 1L , 

2L  систем Солнце — Земля и Земля — Луна. В системе Солнце — Земля точка 1L  
может быть идеальным местом для размещения космической обсерватории для 
наблюдения Солнца, которое в этом месте никогда не перекрывается ни Землей, ни 
Луной. Первым аппаратом, работавшим вблизи этой точки, был запущенный в ав-
густе 1978 г. аппарат ISEE-3. На такой же орбите с мая 1996 года работает аппарат 
SOHO. В системе Земля — Луна точка 1L  может стать идеальным местом для стро-
ительства космической пилотируемой орбитальной станции, которая позволила бы 
добраться до Луны с минимальными затратами топлива и стать ключевым узлом 
грузового потока между Землёй и её спутником. 

Точка 2L  в системе Солнце — Земля является идеальным местом для стро-
ительства орбитальных космических обсерваторий и телескопов. Поскольку 
объект в точке 2L способен длительное время сохранять свою ориентацию отно-
сительно Солнца и Земли, производить его экранирование и калибровку стано-
вится гораздо проще. В окрестностях этой точки уже находятся аппараты аме-
риканского и европейского космических агентств: WMAP, «Планк», «Гершель» 
и Gaia, а в 2019 г. к ним присоединятся «Джеймс Уэбб» и «Спектр-РГ». Точка 2L  
в системе Земля — Луна может быть использована для обеспечения спутнико-
вой связи с объектами на обратной стороне Луны, а также быть удобным ме-
стом для размещения заправочной станции для обеспечения грузопотока между 
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Землей и Луной. Кроме того, обнаружены троянские астероиды Сатурна, Вене-
ры, Нептуна, Марса и Урана. 

Заключение. Таким образом, в данной работе получены координаты для 
точек Лагранжа как частные решения ограниченной задачи трех тел на примере 
системы Марс-Фобос. Особый интерес для астрономических исследований 
представляют треугольные точки либрации,  так как космический аппарат, по-
мещенный в одну из этих точек, будет находиться в устойчивом положении 
равновесия, поэтому отдельного внимания заслуживает метод математического 
моделирования расположения этих точек с учетом физических законов взаимо-
действия тел системы. Именно эти точки либрации предоставляют потенциаль-
ную возможность для получения новых сведений о планете Марс и ее спутни-
ках, аналогично существующим исследованиям для околоземных областей. 
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Abstract Keywords 
The paper is devoted to identification of Lagrange 
points (libration points) as a particular solution  
of restricted three-body problem. In such a problem, 
mass of one of the bodies, composing the system, is 
negligible in comparison to the other two, while no 
forces other than gravitational forces are taken into 
account. Problem simulation is carried out with the use 
of the principles of classical mechanics. Location of these 
points in the Mars-Phobos system is analyzed and 
mathematically described. Proof of location of triangu-
lar libration points, taking into account the laws of 
gravitational interaction, is presented. Numerical val-
ues of coordinates of libration points for the considered 
system of bodies are found. Review of practical applica-
tions of this problem in aerospace research is performed. 
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