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Аннотация Ключевые слова 
Представлен выбор пробной функции электронной 
плотности в рамках теории функционала плотно-
сти для модели «желе», описывающей систему, состо-
ящую из сферически симметричных наночастиц алю-
миния. Учитывается эффект, возникающий вблизи 
границы металл — среда, связанный с осцилляциями 
Фриделя. Поставлены условия для возможности ис-
пользования заданной функции для дальнейших рас-
четов поверхностной энергии, работы выхода и дру-
гих характеристик нанопорошка заданного металла. 
В рамках вариационного метода приведены численные 
расчеты необходимых коэффициентов и вариацион-
ных параметров для разных радиусов наночастиц с 
учетом средней электронной плотности алюминия, 
используемых для последующих расчетов энергетиче-
ских характеристик. 
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Введение. Исследование характеристик нанопорошков является актуальным науч-
ным направлением, имеющим широкое практическое применение в области меди-
цины, техники, энергетики и т. д. Анализ таких параметров системы, как поверх-
ностная энергия, теплоемкость, работа выхода электронов требует знания функции 
распределения электронной плотности заданной системы и особенно ее поведения 
вблизи поверхности раздела металл — вакуум. Для решения поставленной задачи 
применен метод функционала плотности, хорошо зарекомендовавший себя для 
исследования свойств поверхности металлов в макроскопических образцах. 

При описании многочастичных систем исследование распределения элек-
тронов путем решения уравнения Шредингера «из первых принципов» оказы-
вается технически невозможным, требуя замены многочастичного гамильтони-
ана системы взаимодействующих частиц модельным, представляющим собой 
сумму одночастичных слагаемых [1, с. 339], что требует введения в модель до-
полнительных предположений и ограничений, что может оказаться не вполне 
корректным в случае наночастиц, для которых электронный газ характеризует-
ся значительной неоднородностью [2]. В качестве альтернативного подхода при 
описании системы можно применять метод функционалов плотности [1], явля-

mailto:fedorovavyu@gmail.com


 В.Ю. Федорова 

2  Политехнический молодежный журнал. 2018. № 8 

ющийся обобщением метода Томаса — Ферми [3]. В основе этого метода лежит 
представление о том, что все наблюдаемые характеристики многоэлектронной 
системы могут быть представлены в виде функционалов электронной плотно-
сти (функции распределения электронов) ( ) :n r  

 = ψ ψ∫ *
2 2 2( ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) ... .N N Nn r N r r r r r r dr dr  (1) 

Функция плотности может быть получена исходя из вариационного прин-
ципа [1], который состоит в том, что функционал полной энергии основного 
состояния многоэлектронной системы минимизируется функцией плотности, 
соответствующей распределению электронов в основном состоянии системы. 
Таким образом, функция плотности для основного состояния системы может 
быть получена путем реализации вариационного расчета.  

Для решения вариационной задачи необходимо осуществить выбор пред-
ставления для функционала   E n , учитывающего необходимость учета неодно-
родности электронного газа в приповерхностном слое, а также сконструировать 
класс пробных функций, на котором будет осуществлена вариационная проце-
дура. Для решения последней задачи следует изучить критерии, которым долж-
на удовлетворять функция электронной плотности для сферически симметрич-
ной металлической наночастицы. 

Функционал полной энергии основного состояния системы может быть за-
писан в виде [7] 
 = + + +[ ] [ ] [ ] [ ] [ ],xcE n T n U n V n V n  (2) 

где [ ]T n  — функционал кинетической энергии системы; [ ]U n  — функционал 
энергии взаимодействия электрон — электрон; [ ]V n  — функционал энергии 
взаимодействия между электронами и ионами; [ ]xcV n  — функционал обменно-
корреляционная энергии.  

Зная вид этих функционалов, можно сконструировать функционал [ ]E n  и 
осуществить вариационный расчет, для чего необходимо исследовать критерии, 
которым должна удовлетворять пробная функция электронной плотности, мини-
мизирующая функционал энергии, т. е. описывающая основное состояние системы: 

 →min [ ] .gsE n E  (3) 

Выбор пробной функции осуществляли для сфериче-
ски симметричной наночастицы алюминия. Для описа-
ния наночастицы использовали модель «желе», хорошо 
описывающую свойства поверхностного слоя алюминия 
в макроскопических образцах. В рамках этой модели ча-
стицу рассматривали как сферу радиусом R, заполненную 
равномерно распределенным положительным зарядом, в 
поле которого находится электронный газ (рис. 1).  

 

Рис. 1. Модель «желе»  
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При выборе пробной функции должны быть, в первую очередь, учтены тре-
бования, вытекающие из определения функции электронной плотности (1): 

1) непрерывность: 
=( ) ( );in exn R n R  

2) гладкость:  

→ →

= ;in ex

r R r R

dn dn
dr dr

 

3) условие нормировки, обеспечивающее электронейтральность частицы:  

∞

= π∫ 3 3

0

4( ) ,
3

n r d r R n  

где n  — средняя плотность положительного зарядового фона для данной ча-
стицы. 

С учетом соображений симметрии можно утверждать, что функцию плот-
ности ( )n r  можно рассматривать как сферически симметричную и зависящую 
только от переменной r  (расстояния от центра наночастицы). 

На границе раздела металл — среда функция распределения положительно-
го заряда скачкообразно изменяется, что, в соответствии с уравнением Пуассо-
на, приводит к изменению второй производной от потенциала, в котором нахо-
дится электронный газ. Следовательно, при конструировании пробной функ-
ции целесообразно рассматривать ее в виде 

<=  >

,   ;
( )

,   .
in

ex

n r R
n r

n r R
 

Внутри системы электронная плотность ≠ .inn n  С учетом результатов, по-
лученных при описании поверхностного слоя полубесконечного металла [8], а 
также с учетом асимптотического поведения решений уравнения Шредингера 
вблизи границы сферически симметричной потенциальной ямы конечной глу-
бины можно считать, что − −λ −( ) {1 exp[ ( )]}.inn r b R r  Учитывая результаты, 
полученные при численном моделировании распределения электронов вблизи 
границы потенциальной ямы методами самосогласованного поля [6, 9], приво-
дящие к появлению вблизи границы ямы колебаний плотности, при конструи-
ровании пробной функции можно учесть этот эффект путем введения в функцию 

распределения множителя 
β −

−
sin[ ( )]

.
R r

R r
 Колебания электронной плотности вбли-

зи границ потенциальной ямы носят название осцилляций Фриделя [2, 3, 10] и мо-
гут оказать существенное влияние на характеристики поверхности металла, та-
кие как работа выхода, высота потенциального барьера, поверхностная энергия 
и др. [3]. С учетом этих соображений простейший класс пробных функций, при-
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годных для использования в рамках вариационного подхода в методе функцио-
налов плотности, будет иметь вид 

 β −= − α −λ −
−

sin[ ( )]( ) {1 exp[ ( )]} .in
R rn r b R r

R r
  (3) 

Вне системы электронная плотность с учетом граничных условий  

 
β −

= −λ −
−

sin[ ( )]
( ) exp[ ( )] .ex

r R
n r β r R

r R
  (4) 

Таким образом, функция электронной плотности для сферически симмет-
ричной металлической наночастицы может быть выбрана в виде 

 

β −
− α −λ − < −=  β − −λ − > −

sin[ ( )]
{1 exp[ ( )]} ,   ;

( )
sin[ ( )]

exp[ ( )] ,   ,

R r
b R r r R

R rn r
r R

β r R r R
r R

 (5) 

где R — радиус частицы (системы); коэффициенты λ и β — вариационные па-
раметры, минимизирующие функционал полной энергии. Связь между коэф-
фициентами β, b и вариационными параметрами λ и β может быть найдена  
из условий (1)–(3). Численные расчеты вариационных параметров представле-
ны в таблице. 

Значения коэффициентов a и b и вариационных параметров λ и β  
(коэффициент α = 1/2, −= ⋅ 326,9 10  а.е.)n  

R, а. е. β, а. е.−3 b, а. е.−3 λ, а. е.−1 β ⋅ 10−4, а. е.−1 

188,97 0,99 1,97 2,79 9,45 
377,95 1,04 2,08 2,13 8,24 
566,92 1,10 2,19 4,87 4,96 
755,89 1,27 2,54 3,88 7,17 
944,86 1,37 2,73 2,56 3,81 

1133,84 1,39 2,78 1,97 7,12 
1322,81 1,41 2,83 3,06 7,57 
1511,78 1,37 2,74 3,12 5,23 
1700,75 1,47 2,95 1,56 8,73 
1889,73 1,49 2,99 3,28 8,15 
 
На рис. 2 представлены графики пробной функции электронной плотности 

для радиусов частиц от 10 до 100 нм, функция плотности представлена в мас-
штабах атомных единиц. Графики построены в программной среде Spyder 
(Python 2.7). 
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Рис. 2. Графики функции электронной плотности в модели желе для сферически сим-
метричных частиц алюминия радиусом R:  

а — R = 10 нм; б — R = 20 нм; в — R = 30 нм; г — R = 40 нм; д — R = 50 нм; е — R = 60 нм;  
ж — R = 70 нм; з — R = 80 нм; и — R = 90 нм; к — R = 100 нм 
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Выводы. Проведено исследование критериев, которым должна удовлетво-
рять пробная функция электронной плотности, используемая в вариационном 
расчете методом функционалов плотности и описывающая распределение элек-
тронов в сферически симметричной металлической наночастице в приближе-
нии модели «желе». Данную функцию можно использовать при расчетах пол-
ной энергии системы, поверхностной энергии и других наблюдаемых величин, 
характеризующих металлическую наночастицу. 
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