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Аннотация Ключевые слова 
Исследованы малые колебания идеальной несжимаемой 
жидкости в жестком прямоугольном баке длиной l, 
одна из стенок которого при x = l рассматривается в 
виде упругой балки, которая совершает изгибные 
колебания вместе с заполняющей бак жидкостью. 
Материал балки подчиняется закону Гука. В статье 
рассмотрен случай прямого изгиба. Решение этой 
задачи относится к достаточно сложным краевым 
задачам гидроупругости. Предложен нестандартный 
метод приближенного решения. Результаты исследо-
вания могут быть использованы при анализе динами-
ки гидросооружений и в кораблестроении при проек-
тировании многотонных судов (нефтевозы, газовозы). 
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Будем исследовать малые колебания идеальной несжимаемой жидкости в жест-
ком баке (рис. 1). Плотность жидкости равна , ее объем . Жидкость находится 
в прямоугольном баке глубиной H и длиной  l. При x = l одна из стенок бака 
 

 
Рис. 1. Расчетная модель колебаний жидкости в прямоугольном баке,  

закрытом с одной стороны упругой балкой 
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рассматривается как упругая балка. Балка совершает изгибные колебания вме-
сте с заполняющей бак жидкостью. Материал балки подчиняется закону Гука. 
Также примем следующие основные допущения: 

1) колебания малые, жидкость идеальная, несжимаемая, потенциал скоро-
сти Ф(Х, Y, q); 

2) балка упругая, подчиняется закону Гука; 
3) изгиб балки прямой. 
Скорость фаз средней частицы равна  

  grad .v  

В случае идеальной несжимаемой жидкости и потенциальности ее течения 
она должна удовлетворять уравнению Лапласа в объеме , занимаемом жидко-
стью [13]:  

  
 


 
2 2

2 2 0.
х у

 (1) 

Решение для потенциала скорости по методу Фурье [4, 5] имеет вид 

   ( ) ( ) ( ).Х х Y y q t    (2) 

Кроме того, потенциал скорости Ф должен удовлетворять краевым услови-
ям [4, 5]: 
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где Oxy — неподвижная система координат (см. рис. 1); w — прогиб балки; l — 
ее длина. 

Решение для функции X(x) имеет вид 

 1 2( ) cosλ sinλ ,X x C x C x  
для функции Y(y) 

  1 2( ) ch shλ .Y y A y A y  

Тогда функция Ф(x, y) (временной множитель опущен): 

     1 2 1 2( cosλ sin )( ch shλ ),C x C x A y A y  

где λ — искомое собственное значение задачи. 
Подставим последнее выражение в уравнения для краевых условий (3): 
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Дифференциальное уравнение поперечных изгибных колебаний однородной 
балки будет [6, 7]: 
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где μ — погонная масса балки; EJ0 — жесткость на изгиб; ω — искомая частота 
свободных колебаний системы; ρ — плотность жидкости. 

Используя интеграл Лагранжа — Коши, запишем выражение для гидроди-
намического давления: 
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при этом примем, что 
  grad .v  

Решение уравнения (4) для прогиба w будем искать в виде 

          *
1 2 3 4cos sin c s ;h hw C x C x C y C x w  

     ( ) ( 0) 0,w x L w x         (5) 

где изгибающий момент и перерезывающая сила на границе балки приняты 
равными нулю. 

Окончательно получим: 
    1 1cos ch ;SA x y    (6) 
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         IV 4 4 4 4
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В рассматриваемом приближенном решении учтем только один член ряда в 
потенциале скорости Ф, на основании [4] с учетом граничных условий (3) получим: 


 1 ;

L
 

при этом скорость прогиба        
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Подставим в выражение для w  частное решение (4) для учета действия 
гидродинамического давления жидкости: 

              


2

1 2 3 4cos sin ch sh cos ch .w C x C x C y C y A l y
L L

 

Проверим соблюдение граничных условий закрепления балки: 


 

  
   

 
   

2

2
0 00

0;     0;     0;     0;x lx l
yy H yy

w w w w
y xy

 

4 0;C  

     
 

 

2

3

cos ch
;

ch

l HA
L LC

H
 

 2 1 tg ;C C l  

   

                  
 
           

2 2

1 2

2 cos ch ch 2 cos (tg ) ch ch
;     .

ch cos tg (sin ) ch cos tg (sin )

l H l HA H A l H
L L L LC C

H l l l H l l l
 

Поскольку потенциал скорости удовлетворяет уравнению Лапласа   2 0,  
умножим последнее равенство на выражение (6) и проинтегрируем по всему 

объему, занятому жидкостью: 


     2

0

    0.d  Перейдем от интеграла по объему 

 к интегралу по поверхности S, используя вторую формулу Грина [8], где S — 
смоченная поверхность балки [9, 10]: 
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В результате решения данной краевой задачи получено трансцендентное 
уравнение для определения частоты первого тона собственных колебаний си-
стемы. Кроме этого определена форма собственных колебаний системы. Ис-
пользуя эти результаты, можно решить задачу о вынужденных колебаниях си-
стемы. Ее решение позволяет проектировщику приближенно определить 
напряжения возникающее при возможных вынужденных колебаниях кон-
струкции. Полученные формулы можно использовать также при динамических 
расчетах перегородных судов, нефтевозов, газовозов и колебаниях плотин. 
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Abstract Keywords 
The paper investigates small oscillations of the ideal 
incompressible fluid in the rigid rectangular tank of the 
length l, where one of the walls under x = l is viewed as 
the flexible beam, which executes bending oscillations 
together with the liquid filling the tank. The material of 
the beam follows Hooke's law. The article considers the 
case of symmetrical bending. The solution of this prob-
lem refers to quite complicated boundary-value prob-
lems of fluid elasticity. We suggest an unconventional 
method of the approximate solution. The results of the 
investigation can be applied while analyzing the dy-
namics of the hydraulic facilities and designing the 
multi-ton vessels (oil-tankers, gas tankers) in the field of 
shipbuilding. 
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