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Аннотация Ключевые слова 
Предложена математическая модель вертикаль-
но-слоистой среды. Рассмотрены двухслойные и 
трехслойные среды с различными параметрами. 
Для решения прямой задачи разработан универ-
сальный алгоритм, позволяющий определять 
характеристики среды с различным числом слоев 
и при различных значениях удельного сопротивле-
ния и толщины слоя. Для решения обратной зада-
чи использован метод Хука—Дживса и метод 
полного перебора. Реализованные алгоритмы про-
тестированы на различных моделях среды. Опре-
делены преимущества и недостатки использован-
ных алгоритмов, особенности вертикально-
слоистой среды, выявлен наиболее эффективный 
метод решения обратной задачи. Разработанный 
программный комплекс может служить для реше-
ния прямых и обратных задач вертикального 
электрического зондирования 
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Введение. Электроразведка — один из основных методов в общем комплексе гео-
физических методов разведки. Она основана на изучении особенностей распро-
странения постоянных и переменных электромагнитных полей в земной коре и 
определении по измеренным полям электромагнитных параметров среды [1, 2]. 

Сущность метода заключается в измерении потенциала, градиента потенци-
ала, напряженности электрического и магнитных полей, на поверхности земли, 
а также в скважинах, шахтах и рудниках для решения геологических задач [3]. 
Проникающим вглубь среды инструментом служит электромагнитное поле. Та-
ким образом в разведочной геофизике получают информацию о последователь-
ности залегания пластов, элементах тектоники, наличии нефти, газа, руд, под-
земных вод, их количестве и качестве [4]. 

Основная цель исследования — прогнозирование внутренней структуры и 
вещественного состава геологического разреза по результатам обработки физи-
ческих измерений. Применение геофизических методов, в частности электро-
разведки, позволяет не только упростить и ускорить поиски полезных ископае-
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мых, но и сохранить во время поиска земные недра в первозданном состоянии 
[5]. Это важнейший аспект рассматриваемой дисциплины. 

Основными методами электроразведки постоянным электрическим полем 
является вертикальное электрическое зондирование (ВЭЗ), дипольное электри-
ческое зондирование (ДЭЗ), электрическое профилирование (ЭП) и др.[6, 7].  
В основе теории этих методов лежат схожие задачи о постоянном электриче-
ском поле, создаваемом искусственными источниками в некоторых фундамен-
тальных моделях геоэлектрических резервов. 

Математическая постановка прямой задачи. Дана модель вертикально-
слоистой среды с числом слоев n и удельным сопротивлением 1 n   . Расстоя-
ние от точки А до границ раздела обозначим соответственно через 1 2,  ,...,  nz z z . 
Требуется найти потенциалы 1 nU U . Для упрощения задачи отобразим все 
нижнее полупространство вверх. После этого получим полное пространство, 
разделенное на n пластов плоскими границами (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Модель n-слойной среды с вертикальными пластами 

Потенциал в первой среде представим в виде двух слагаемых: потенциала 
0U  точечного источника в окрестности питающего электрода и дополнительно-

го потенциала '
1U , определяющего искажающее влияние границ раздела [8]: 
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где ρ1, с1 — электрическое удельное сопротивление и теплоемкость первой сре-
ды, соответственно. 

Потенциальные функции всюду конечны и удовлетворяют уравнению 
Лапласа, в бесконечно удаленных точках они обращаются в нуль [9]. В силу осе-
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вой симметрии потенциалы не зависят от азимутного угла ( / 0)dU d   ,  
и уравнение Лапласа имеет вид 
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Полагая, что поверхности раздела не поляризуются и на них не возникают 
контактные ЭДС, граничные условия при iz z запишем в общем виде: 
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Преобразование уравнения Лапласа для нахождения функции потенциа-
ла. Для решения уравнения (3) используем метод разделения переменных [10]

( , ) ( ) ( )U r z V r W z , введем это выражение в уравнение Лапласа и получим: 
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где m — переменная интегрирования, имеющая смысл пространственной часто-
ты. Тогда решения уравнений (5) примут вид 

0 0( ) ( ) ( ),V mr AJ mr BN mr   

 ( ) ,mz mzW mz Ce De   (6) 

где А, В — постоянные коэффициенты. При этом функция Неймана имеет осо-
бенность (рис. 2) при r = 0 (на оси z, где 0 ( )N mr  ) [11, 12]. 

В связи с этим, согласно второму условию задачи, она не должна входить в 
искомое решение. Полагаем, В = 0; С и D — независимые коэффициенты. Част-
ным интегралом уравнения Лапласа является произведение частных решений: 

 0( , ) ( ) ( ) (a ) ( ),mz mzU mr mz V mr W mz e be J mr    (7) 

где а = АС, b = AD — новые коэффициенты.  
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Поскольку величина m изменяется от 
нуля до бесконечности, то общее решение 
уравнения Лапласа для каждого слоя за-
пишем в виде суммы частных решений 
или интеграла по всем m [13]: 

0

0

( , ) ( ) ( )mz mz
i i iU r z a e b e J mr dm


  , 

где i =1,2,… n, 1 1 1, 0ia c b   .                   (8) 
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Остальные коэффициенты можно найти с помощью граничных условий, 
предусматривающих равенство потенциалов и нормальных составляющих 
плотности тока на границах раздела [14]. Эти условия выполняются для всех r, 
поэтому равенство интегралов типа (8) и (9) можно заменить равенством их 
подынтегральных выражений: 
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Решив уравнения (10), можно определить соответствующие коэффициенты 
,i ia b и найти выражения для потенциалов и кажущихся сопротивлений во всех 

пластах. 
Результаты решения прямой задачи. Графики потенциалов для различных 

сред. На рис. 3, а представлен график потенциала трехслойной среды со следую-
щими параметрами: 
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График разности значений потенциалов, измеренных в текущей точке и  
предыдущей точке, приведен на рис. 3, б. 

Анализируя данные, полученные при решении прямой задачи можно сде-
лать следующие выводы: 

‒ в среде с большим удельным электрическим сопротивлением (УЭС) зна-
чение потенциала падает быстрее;  

‒ при переходе к слою с более низким УЭС наблюдается резкое снижение 
функции разности потенциалов; 

‒ при переходе к среде с более высоким УЭС, наблюдается резкое повыше-
ние функции разности потенциалов. 

 
Рис. 2. Графики функции Бесселя  

от действительного аргумента 
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а 

 
б 

Рис. 3. Потенциал трехслойной среды (а)  
и разности значений потенциалов среды (б) 

Математическая постановка обратной задачи. Потенциал поля точечно-
го источника в среде с вертикальными пластами является функцией многих 
переменных [15], часть из которых — фиксированные величины тока и числа 
слоев. Другая часть — варьируемые переменные толщины слоев, УЭС 
[13].Обратная задача ставится следующим образом: для заданного числа пла-
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стов требуется найти такие значения их толщини УЭС, чтобы для заданного 
набора точек измерения потенциала на границе полупространства сумма 
квадратов отклонений теоретических значений потенциалов от измеряемых  
была минимальной [14].  

 2
1 1 1 1

1

ˆ( ,... , ,..., ) ( ( ) ( , ,..., , ,..., )) min.
n

n n i i n n
i

F h h U M U M h h


        (11) 

Поставленная задача является задачей оптимизации и решается при усло-
вии, что для варьируемых величин заданы границы их изменений. 

Оптимальный алгоритм решения обратной задачи. Для решения обрат-
ной задачи в данной работе были использованы метод полного перебора и ме-
тод Хука—Дживса. 

Метод полного перебора является универсальным и наиболее простым. 
Сущность метода состоит в выдвижении ряда моделей х  и в сопоставлении их 
откликов f с экспериментальными данными и .  Принимаются те модели (или 
модель), отклик которых достаточно хорошо соответствует и  [ 1 5 ] .  Обычно 
используют критерий минимума  нормы расхождения модельных и экспери-
ментальных данных [16]. Несмотря на недостатки, метод полного перебора яв-
ляется одним из самых точных методов для решения обратных задач. 

Метод Хука—Дживса относят к категории эвристических методов (методам 
прямого поиска) [17, 18]. Такие методы используют не менее n независимых 
направлений, где  n — размерность вектора [19–21]. Элементарным примером 
метода, реализующего процедуру рекурсивного перебора на множестве направ-
лений поиска, является метод циклического изменения переменных: каждый раз 
меняется только одна переменная. Затем вдоль каждого из координатных 
направлений последовательно проводится поиск точки экстремума на основе ме-
тодов одномерной минимизации [22–26]. Однако, если линии уровня целевой 
функции имеют овражный характер, то процедура поиска становится неэффек-
тивной и даже может привести к отсутствию сходимости к точке локального extr. 

Ниже приведен алгоритм метода Хука—Дживса [27, 28], использованный в 
данной работе.  

1. Определить начальную модель 0x , приращения (шаги) id коэффициент 
уменьшения шага 1  , параметр окончания поиска  . 

2. Провести исследующий поиск. 
3. Определить, был ли исследующий поиск успешным: найдена ли точка с 

меньшим значением целевой функции. «Да» — переход к шагу 5. «Нет» — пере-
ход к шагу 4. 

4. Произвести проверку на окончание поиска. «Да» — окончание поиска, 
текущая модель является оптимальной. «Нет» — уменьшить приращение 

/ ,i id d   затем перейти к шагу 2. 
5. Провести поиск по образцу 1 1( )k k k k

px x x x    .                        
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6. Провести исследующий поиск, используя модель 1k
px
  в качестве базовой. 

Пусть в результате получена модель 1kx  . 
7. Установить выполняется ли неравенство 1( ) ( )k kf x f x  , где 

1 1;   .k k k kx x x x   «Да» — перейти к шагу 8. «Нет» — вернуться к шагу 4.  
8. Провести проверку на окончание поиска. «Да» — текущая точка является 

оптимальной моделью. «Нет» — переход к шагу 5. 
Результаты решения обратной задачи. Сравнение разработанных  алго-

ритмов. В качестве экспериментальных данных для решения обратной задачи 
возьмем значения потенциалов, полученных при решении прямой задачи для 
трехслойной модели. После анализа кривой выбраны следующие начальные 
приближения, а также нижние и верхние границы: 

15,    60,   1;1 2 3

60,   140,    20;1 2 3
15,    25;1 2

25,   35;1 2

z z

z z

     

     

 

 

           

0 0
1 1

0 0
2 2

0
3 3

15 Ом м,   z 18 ;

70 Ом м,   z 31;

1 Ом м,   z .

   

   

   

 

На рис. 4 представлены несколько итераций метода Хука—Дживса. Синим 
цветом обозначена кривая, полученная при решении прямой задачи, а зеленым — 
экспериментальная кривая, полученная в результате решения обратной задачи на 
281-й итерации.  

 

 
Рис. 4. Результаты на каждой итерации, полученные методом Хука—Дживса 

Из рисунка видно, что метод показал хорошую сходимость. При даль-
нейшем исследовании установлено, что метод Хука—Дживса работает не при 
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всех начальных приближениях, поскольку функция потенциала является 
овражной. 

При решении задачи методом полного перебора получена функция потен-
циала, совпадающая с экспериментальной. Таким образом, полученные значе-
ния параметров среды равны заданным при решении прямой задачи. 

По результатам тестирования методов можно выделить преимущества и 
недостатки каждого из алгоритмов (табл.). 

Сравнение описанных методов 

Название метода Преимущества Недостатки 
 
Метод  
Хука—Дживса 

Работает в восемь раз быстрее 
метода полного перебора. 
Не зависит от интервала между 
нижней и верхней границами 
значения параметров 

Плохая сходимость. 
Работает не при всех начальных 
приближениях 

 
Метод полного  
перебора 

Хорошая сходимость. 
Высокая точность полученных 
результатов. Погрешность 

0,0001   

Требует большого количества 
времени на выполнение (около 
20 мин). 
Увеличение интервала между 
границами приводит к много-
кратному увеличению времени 
выполнения 

 
В целом метод полного перебора является оптимальным для решения об-

ратных задач, так как позволяет найти значения параметров среды с высокой 
точностью и за меньшее время. Реализованный в работе метод Хука—Дживса 
показал плохую сходимость, поэтому использовать его для решения данного 
класса задач не рекомендуется. 

Выводы. Созданный исследовательский пакет программ позволяет решать 
прямые и обратные задачи ВЭЗ.  

В ходе решения обратной задачи реализованы методы Хука—Дживса и 
полного перебора, позволяющие с высокой точностью решать обратную задачу 
ВЭЗ. На большом числе экспериментов изучены свойства алгоритмов. Не зави-
симо от начальных данных параметры среды оцениваются с большой точно-
стью. Однако для решения обратных задач использование метода Хука—
Дживса не целесообразно. 

Разработанные алгоритмы, программа и технические приемы могут быть ис-
пользованы для исследовательских работ на различных моделях, опытной обра-
ботки производственных данных, а также для создания пакета программ и техно-
логий решения обратных задач ВЭЗ и применения в производственном режиме. 
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Abstract Keywords 

The paper deals with a mathematical model of a vertical-
ly-layered medium. We consider two-layer and three-
layer media with different parameters. To solve the direct 
problem, we developed a universal algorithm which helps 
to determine the characteristics of the medium with a 
different number of layers and at different values of 
resistivity and layer thickness. To solve the inverse  
problem, we used Hooke-Jeeves method and the exhaustive 
method. We tested the implemented algorithms on vari-
ous media models. The results obtained allowed us to 
determine the advantages and disadvantages of the  
algorithms used, identify the most effective method of 
solving the inverse problem, determine the characteristics 
of vertically-layered medium. The developed software 
package can be used for solving direct and inverse  
problems of vertical electrical sounding 
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