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Аннотация Ключевые слова 
Получено приближенное решение задачи об опреде-
лении присоединенной массы жидкости и решение 
плоской краевой задачи о малых поперечных колеба-
ниях упругого стержня, заданной длины, плавающе-
го на поверхности водной акватории. При этом 
жидкость считается идеальной и несжимаемой, ее 
движение — потенциальным, а колебания — малы-
ми. С учетом этих допущений и на основе метода 
собственных функций для оператора Лапласа полу-
чено аналитическое решение для частоты первого 
тока колебаний системы. Данное решение сложной 
краевой задачи может быть использовано для цело-
го ряда технических задач, связанных с этой темой. 
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Достаточно часто при решении задач, связанных с колебаниями кораблей или 
подводных лодок, возникают затруднения при решении задачи об определении 
присоединенной массы жидкости. 

Для нахождения приближенного решения этой задачи рассмотрим малые по-
перечные колебания упругого стержня (однородной балки) длиной l, плавающего 
на поверхности водной акватории. Модель акватории представляет собой напол-
ненный жидкостью жесткий прямоугольник длиной L (L > l) и глубиной H (рис. 1). 
Получим выражение для частоты ω1 первого тона колебаний системы.  

Рассматриваемая механическая система может являться прототипом кораб-
ля или подводной лодки в надводном положении, поскольку материал корпуса 
корабля идеально упругий и подчиняется закону Гука. 

Пусть на левой границе балки 1,z z=  x = 0, на правой — z2 (см. рисунок). 
Прогиб балки ( , ),w x t  изгиб прямой, материал подчиняется закону Гука, жест-
кость балки на изгиб 0 ,EJ  где E —- модуль упругости первого рода, 0J  — мо-
мент инерции [1]. Глубина акватории H. 

В качестве основных допущений примем, что колебания малые, жидкость 
идеальная и несжимаемая, а ее движение потенциальное с потенциалом 
Ф( , , ).x y t  Потенциал скорости Ф [2, 3] удовлетворяет уравнению Лапласа 

2Ф 0∇ =  в объеме, занятом жидкостью: 

 
2 2

2
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Модель акватории, представляющая собой  

заполненный жидкостью жесткий прямоугольник 

Согласно методу Фурье выразим решение уравнения (1) как произведение 
функций: 

Ф ( ) ( ) ( ),X x Y y s t=   

где ( )X x  зависит только от x, ( )Y y  — только от y, ( )s t  — только от t. 

Функцию 
1

i
i

∞

=

Φ = Φ∑  будем искать в виде 

 1 2 1 2
1

Ф ( cos sin )( ch sh ) ,i i i i i i i i
i

A x A x C y C y s
∞

=

= λ + λ λ + λ∑   (2) 

где iλ  — собственные значения; ,i iA C  — произвольные константы, определяе-
мые при решении вариационной задачи. 

Граничные условия для поля с потенциалом Ф( , , ):x y t  

Ф 0
x

∂ =
∂

 при 0x =  и ;x L=  

Ф 0.
y Hy =−

∂ =
∂

 

Линеаризованное граничное условие на свободной поверхности жидкости: 
2

2
Ф Ф 0g

yt
∂ ∂+ =

∂∂
при 0,y =  20 x x≤ ≤  и 2 ;x x L≤ ≤  

0y

Ф w
y =

∂ =
∂

  при 1 2 .x x x≤ ≤  

При подстановке граничных условий в уравнение (2) получим: 
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1
1

Ф cos (ch th sh ) ,i i i i i
i

A x y H y s
∞

=

= λ λ + λ λ∑   

где ,i
i
L
πλ =  1,2,...i =  

Решение данной краевой задачи формируется как решение некоторой вари-
ационной задачи с предварительными граничными условиями. В этом случае в 
качестве предварительных условий удовлетворяются силовые условия, а гео-
метрические условия становятся естественными [4]. Таким образом, можно 
провести аналоги с методом Граммеля [5, 6].  

Дифференциальное уравнение изгиба балки под воздействием гидродина-

мического давления жидкости (интеграл Лагранжа — Коши) Фp
t

∂= ρ
∂

 имеет 

вид следующий [7]: 
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Здесь 
4

IV
4 ;ww

x
∂=
∂


  
2

4 0

0EJ
µ ω

β =  ( 0µ  — погонная масса балки; ω  — частота 

собственных колебаний системы; 0EJ  — жесткость балки на изгиб).  
Граничные условия перепишем следующим образом: 
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Решение уравнения (3) будем искать в виде 

 *
1 2 3 4ch sh cos sin ,w с z с z с z с z w= β * β * β * β *    

где  

 * 2
1 4 4

1

cos
.i

i
i i

x
w A

∞

=

λ
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λ −β∑   

Решение уравнения (3) с учетом первого уравнения (4): 

 2
1 1 2 2 1 1 1 2 1 4 4

1 1 1

cos
( ) ( ) cos sin ,i

i i i i i
i i i i

x
w с f z с f z z A z A A
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где 1( ) ch cos ,f z z z= β + β  2( ) sh sin .f z z z= β + β  
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С учетом второго уравнения системы (4) сформулируем систему неодно-
родных алгебраических уравнений относительно констант 1с  и 2c : 

 

*
1 11 2 12 1 1

1

*
1 21 2 22 1 2

1

;

.

i i
i

i i
i

с d c d A

с d c d A

∞

=
∞

=


* = γ



 * = γ

∑

∑
 (5) 

Здесь константы 1с  и 2c определяются по методу Крамера. Константы 

11 12 21 22, , ,d d d d имеют вид 

 

2
11

2
12

3
21

3
22

(ch cos );

(sh sin );

(sh sin );

(ch cos ),

d l l

d l l

d l l

d l l

= β β , β

= β β , β

= β β , β

= β β , β

 (6) 

где * *
1 2,i iγγ   — константы, вид которых не приводится. 

Окончательно с учетом выражений (5), (6) получим прогиб: 

 0 0
1 1 1 2 2 2 2 1 4 4

cos
( ) ( ) sin cos .i

i i i i i i
i

x
w q f z q f z z z

λ
= α + α + β f + β f + q

λ −β
   

Для построения частотного уравнения применим подход, изложенный в [4, 6, 
8, 9]. Умножив равенство 2Ф 0∇ =  на Фi  и применив формулу Грина, запишем: 

2ФФ 0;id
τ

∇ τ =∫  

ФФ Ф Ф 0.j
j

Ss S

dS
n n

 ∂∂ − =
 ∂ ∂ 

∫∫  

Решение получим в виде 
 1 11 1 11 0,q a q c+ =   (7) 

где 11a  — приведенная масса системы; 11c  — приведенная жесткость системы; 

при этом 2
1 11 11/c aω =  — квадрат частоты первого тона колебаний системы. 

C учетом (7) и граничных условий (4) запишем: 

0 0 1 1 1
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откуда имеем 

 
2

1 1 1cos sin2 sin21 l .
2 2 2 4

l L lL λ λ − λ−ω = − + − − 
  

  

Для определения приведенной массы системы воспользуемся выражением 
для кинетической энергии: 

2
20 0 0

max
0

,
2 2

l

T y dx T
ll  ω

= =∫   

где 0µ  — погонная масса балки; 0ω  — частота колебаний свободной однород-
ной балки [7]; maxT  — амплитудное значение кинетической энергии. Для рас-
сматриваемой системы 

* 2
1

max ,
2

T T
µ ω

=  

где 1ω  — частота колебаний системы с учетом жидкости.  
При сравнении двух равенств будем иметь: 

2
* 0 0

0 12
1

,  где .
µ ω

µ = ω > ω
ω

 

В статье определена присоединенная масса жидкости при колебании упру-
гого стрежня, плавающего на свободной поверхности акватории. Данную меха-
ническую систему при определенных условиях можно рассматривать как мо-
дель тела, плавающего на поверхности жидкости. Полученное приближенное 
решение этой сложной краевой задачи необходимо при решении задач о коле-
баниях таких тел, как корабли (газо- и нефтевозы) и подводные лодки, а также 
для решения целого ряда иных технических задач, связанных с этой темой.  
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Abstract Keywords 
The article introduces the approximate solution to the 
problem of estimating the liquid added mass as well as 
the solution to the plane boundary value problem of 
small transverse oscillations of the specified length elas-
tic rod floating on the aquatorium surface. In this con-
nection we consider the liquid to be ideal and inconden-
sable, its flowing — potential, and the oscillations — 
small. Subject to these assumptions and based on the 
method of eigen functions for the Laplasian operator we 
have obtained an analytical solution for the frequency 
of the first current of the system oscillations. 
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