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Аннотация Ключевые слова 
Представлены теоремы о пределах, которые имеют 
условный характер. Приведено не только полное обос-
нование принципов теории пределов на основе разви-
той ранее теории действительных чисел, но и дока-
зательства того, что эти принципы равносильны. 
Показано, что для доказательства общих теорем 
анализа все четыре принципа одинаково пригодны. 
Для решения задач на пределы последовательностей 
принципы Коши, Вейерштрасса и Кантора приспо-
соблены лучше, чем принцип Дедекинда. Теоремы 
Кантора и Дедекинда доказываются для числовой 
прямой, причем под точками подразумеваются числа, 
под отрезками — некоторые совокупности чисел. 
Утверждения теорем понимаются в буквальном 
смысле, как относящиеся к обыкновенным отрезкам и 
точкам на геометрической, а не на числовой прямой. 
Эти утверждения являются следствиями принятых 
в геометрии определений и аксиом. 
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Введение. Прежде чем перейти к подробному изложению основных принципов 
теории пределов, перечислим основные свойства действительных чисел.  

1. Каждое рациональное число является действительным числом.   
2. Для двух чисел α и β выполняется одно и только одно из трех соотношений:  

,α = β  ,α > β  .α < β  

3. Из условий α > β  и β > γ  следует, что .α > γ  
4. Для любых чисел α и β существует определенное число γ, называемое их 

суммой:  
.γ = α +β  

5. Сложение подчиняется коммутативному закону:  

.α +β = β + α  

6. Сложение подчиняется ассоциативному закону:  

( ) ( ) .α + β + γ = α +β + γ  
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7. Если ,α > α′  то .α +β > α +β′  
8. Для любых двух чисел α и β существует такое число γ, что .α = β + γ  Это 

число называется разностью чисел α и β и обозначается через .α −β  
9. Для любых двух чисел α и β существует определенное число γ, называе-

мое их произведением:  
γ = α⋅β . 

10. Умножение подчиняется коммутативному закону:  

.α⋅β = β⋅α  

11. Умножение подчиняется ассоциативному закону:  

( ) ( ) .α⋅ β⋅γ = α⋅β ⋅γ  

12. Умножение подчиняется дистрибутивному закону: 

( ) .α⋅ β + γ = α⋅β + α⋅γ  

13. Если 0α > и 0,β >  то и 0.α⋅β >  
14. Если 0β ≠ и α — произвольное число, то существует такое число γ, что 

.α = β⋅γ  Оно называется частным чисел α и β и обозначается через α
β

 или : .α β  

Заметим, что список этих свойств отличается от списка свойств рациональ-
ных чисел только заголовками, тогда как свойства, выражаемые в принципах 
Вейерштрасса, Кантора и Дедекинда, которые мы уставим далее, являются специ-
альными свойствами всего множества действительных чисел. Они престают быть 
верными, если ограничиваться одними только рациональными числами или, 
например, только алгебраическими (действительными) числами. Отметим равно-
значность, или эквивалентность, указанных четырех принципов. Она выражается 
в том, что если один из этих принципов (например, принцип Коши) уже доказан 
на основе теории действительных чисел, используемой в полном объеме, то лю-
бой другой принцип может быть выведен из этого принципа с помощью извест-
ных свойств [1–3]. Поскольку эти свойства являются распространением извест-
ных свойств рациональных чисел на действительные числа‚ можно заключить, 
что все то специфическое и новое, к чему удается прийти, расширяя множество 
рациональных чисел до множества всех действительных чисел, заложено в одной 
и той же мере в каждом из четырех принципов: Коши, Вейерштрасса, Кантора и 
Дедекинда. Именно в этом смысле они равносильны между собой, и если все же 
имеет смысл пользоваться четырьмя, а не одним принципом, то это потому, что в 
одних вопросах и задачах можно быстрее прийти к цели с помощью одного, а в 
других — с помощью другого принципа [4–6]. 

Принцип Коши. Определение. Последовательность действительных чисел 
{ }nα  называется фундаментальной, если для каждого 0ε >  существует такое 

число ( )N ε , что n n p+α − α < ε  при ( )n N> ε  и любом натуральном p.  
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Это определение представляет собой распространение известного понятия 
фундаментальной последовательности рациональных чисел на более общий 
случай последовательности действительных чисел [2–4]. Очевидно, что каждая 
сходящаяся последовательность { }nα  является фундаментальной, поскольку из 

того, что /2nα − α < ε  при ( )n N> ε  ( lim ),nn→∞
α = α  следует, что 

( ) ( )
2 2n n p n n p n n p+ + +
ε εα − α = α − α + α − α ≤ α − α + α − α < + = ε . 

Принцип Коши. Каждая фундаментальная последовательность действи-
тельных чисел { }nα  сходится.  

Доказательство. Для случая, когда все nα  — рациональные числа, эта тео-
рема была уже сформулирована при построении теории действительных чисел 
[4–6]. Установлено, что класс α, в который входит последовательность { },nα  
представляет собой предел этой последовательности. Переходя к общему слу-
чаю, можно заменить последовательность { }nα  некоторой последовательно-

стью рациональных чисел { },nu  подобранных так, что { }n nuα −  будет сходить-

ся к нулю. Благодаря этому { }nu  будет также фундаментальной последователь-

ностью, а ее предел α будет также пределом и для последовательности { }.nα  
Выберем в качестве nu  приближение к nα  по недостатку с точностью до 

10 n− . Отбросив в десятичном разложении nα  все цифры, следующие за n -й 
цифрой после запятой, получим .nu  Очевидно, что  

10
10n n nu≤ α − < , 

т. е. последовательность { }n nuα −  сходится к нулю. Такого рода последователь-
ности называют нуль-последовательностями. Отсюда можно заключить, что 
{ }nu  — также фундаментальная последовательность, поскольку если 1/10 /3n < ε  

и /3n n p+α − α < ε  при ( )n N> ε , то при тех же значениях n  имеем:  

( ) ( ) ( )

1 1 .
3 3 310 10

n n p n n n n p n p n p

n n n n p n p n p n n pn n p

u u u u

u u

+ + + +

+ + + + +

− = − α + α − α + α − ≤

ε ε ε≤ − α + α − α + α − < + α − α + < + + = ε
 

Но nu  — рациональные числа, поэтому последовательность { }nu  входит в 
некоторый класс α и, следовательно, сходится к действительному числу α: 

lim .nn
u

→∞
= α  
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Покажем, что к тому же самому числу сходится и последовательность { }.nα  
В самом деле, для любого 0ε >  можно указать такое 1( ),N ε  что при 1( )n N> ε  
будет соблюдаться условие 

2nu εα − < , 

а также такое 2( ),N ε  что при 2( )n N> ε  будет справедливо  

1
210n
ε< . 

Тогда при 1 2max ( ),N ( )n N N> = ε ε    будем иметь:  

1( ) ( ) ,
2 210n n n n n n n nu u u u u ε εα − α = α − + − α ≤ α − + − α < α − + < + = ε  

оттуда видно, что последовательность { }nα  сходится, причем lim .nn→∞
α = α  

Принцип Коши доказан полностью.  
Принцип Дедекинда. Перейдем к принципу Вейерштрасса, используя 

принцип Коши. В дальнейшем изложении выведем принцип Кантора из прин-
ципа Вейерштрасса, а принцип Дедекинда — из принципа Кантора. Затем оста-
нется только показать, что начальное звено этой цепи принципов — принцип 
Коши — может быть выведено из конечного звена — принципа Дедекинда. То-
гда вся цепь замкнется и можно будет утверждать, что любой из четырех прин-
ципов в указанном смысле следует из любого другого [3]. Все это наглядно ил-
люстрируется схемой, где стрелкой обозначен вывод, или следствие (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Схема перехода к принципам 
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Принцип Вейерштрасса. Если для последовательности действительных чи-
сел { }nα выполняются следующие условия: 

а) 1n n+α ≤ α  ( 1, 2, 3,. ..);n =  
б) n Mα ≤  ( 1, 2, 3,. ..),n =  

то последовательность { }nα  сходится, причем ее предел α удовлетворяет нера-
венствам 

n Mα ≤ α ≤  ( 1, 2, 3, ...).n =  

Чтобы доказать эту теорему, установим, что { }nα  — фундаментальная по-

следовательность [1]. Тогда согласно принципу Коши последовательность { }nα  
сходится. Доказательство будем вести от противного. Итак, предположим, что 
{ }nα  не является фундаментальной последовательностью. Тогда должно суще-

ствовать такое 0 0,ε = ε >  для которого неравенства 0n n p+α − α < ε  не будут вы-

полняться для всех n (достаточно больших) и для любых натуральных p. Но это 
значит, что для некоторых сколь угодно больших значений n  и соответствую-
щих им значений p будут справедливы противоположные неравенства: 

0n n p+α − α ≥ ε . Пусть 1n  — одно из таких значений n, а 1p  — соответствующее 

ему значение p. Тогда 
1 1 1 0 ;n n p+α − α ≥ ε  среди натуральных чисел, больших, чем 

1 1,n p+  должно встретиться такое 2 ,n  что для соответствующего ему 2p  будет 

справедливо неравенство 
2 2 2 0.n n p+α − α ≥ ε  Продолжая рассуждать подобным 

образом, найдем последовательность неограниченно возрастающих натураль-
ных чисел kn  и соответствующих им натуральных чисел ,kp  таких, что 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 ...n n p n n p n n p n< + < < + < < + < <  и 0k k kn n p+α − α ≥ ε  ( 1, 2, 3, ...).k =  

Имеем тождество 

1 1 1 1 2 1 1 2 2 2 3 2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ...
( ) ( ).

k k

k k k k k k

n p n n p n n n p n p n n n p

n n p n p n− −

+ + + + +

+ +

α = α + α − α + α − α + α − α + α − α + +
+ α − α + α − α

 

Следовательно,  

1 1 1 1 2 2 2 1 0( ) ( ) ... ( ) .
k k k k kn p n n p n n p n n p n n k+ + + +α ≥ α + α − α + α − α + + α − α ≥ α + ε  

Однако согласно условию б) теоремы 
k kn p M+α ≤  при любом k. Поэтому и 

1 0n k Mα + ε ≤  при любом k, что невозможно, поскольку при k большем, чем 

1

0
,nM − α

ε
 левая часть последнего неравенства будет больше, чем его правая 

часть [7]. Полученное противоречие, возникшее вследствие того, что { }nα  не 
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является фундаментальной последовательностью, свидетельствует об ошибоч-
ности этого предположения. Итак, { }nα  есть фундаментальная последователь-
ность, которая сходится. Пусть lim .nn→∞

α = α  Тогда α не может быть меньше, чем 

какое-либо из ,nα  потому что при 
0nα < α  для всех 0n n>  было бы справедливо 

отношение 
0

0n nα − α ≥ α − α >  и, следовательно, абсолютная величина nα − α  

не могла быть меньше положительного числа 
0nα − α  ни для одного из 0.n n>  

Но это противоречит тому, что lim .nn→∞
α = α  Итак, всегда nα ≤ α . Точно так же α 

не может быть больше, чем M, потому что при Mα >  для всех n выполнялось 
бы неравенство 0,n Mα − α ≥ α − >  что снова противоречит тому, что 
lim nn→∞

α = α . Итак, .Mα ≤  

Принцип Вейерштрасса обоснован полностью.  
Используя принцип Кантора, введем следующие определения [2, 3]. Если 

α  и β  — действительные числа и α < β , то назовем совокупность всех дей-
ствительных чисел x, удовлетворяющих условиям xα ≤ ≤ β , сегментом (чис-
ловым). Относительно сегмента 1 1, , α β   такого, что 1 1 ,α ≤ α < β ≤ β  будем 

говорить, что он принадлежит сегменту , , α β   или что он вложен в сегмент 

, , α β   и записывать это так: 1 1, , .   α β ⊃ α β     Очевидно, что каждое число x, 

принадлежащее 1 1, , α β   вместе с тем принадлежит и , . α β   Относительно 

последовательности вложенных сегментов { }, :n n α β    

1 1 2 2 3 3 1 1, , , ... , , ...,n n n n+ +α β ⊃ α β ⊃ α β ⊃ ⊃ α β ⊃ α β ⊃                   

будем говорить, что это — стягивающаяся система сегментов в том случае, когда 
последовательность длин сегментов { }n nβ − α    сходится к нулю (рис. 2).  

 

 
Рис. 2. Схема стягивания сегментов 

Опираясь на принцип Вейерштрасса, докажем теорему. 
Принцип Кантора. Для любой стягивающейся последовательности сегмен-

тов (числовых) { },n nα β    существует одно и только одно действительное число 



О приципах теории пределов в классическом изложении  

Политехнический молодежный журнал. 2018. № 3 7 

γ, принадлежащее каждому из сегментов этой последовательности; оно является 
общим пределом последовательностей левых концов сегментов { }nα  и правых 

концов сегментов { };nβ  lim lim .n nn n→∞ →∞
γ = α = β  

Доказательство. Согласно условию, сегмент 1 1,n n+ +α β    вложен в сегмент 

,n nα β    таким образом, что 1 1n n n n+ +α ≤ α < β ≤ β  при любом n. Отсюда следует, 
что 1 2 1... ...n n+α ≤ α ≤ ≤ α ≤ α ≤  и, кроме того, что 1 1...n n n+α ≤ β ≤ β ≤ ≤ β , т. е. по-
следовательность { }nα  удовлетворяет условиям а) и б) принципа Вейерштрас-

са, причем роль M играет число 1β . Поэтому последовательность { }nα  сходится 
к некоторому пределу γ : lim ,nn→∞

α = γ  причем nγ ≥ α  ( 1, 2, 3,. ..).n =  

Покажем, что nγ ≤ β  ( 1, 2, 3,. ..);n =  отсюда будет следовать, что γ принадле-

жит каждому из сегментов , .n n α β   
Допустим противное, т. е. пусть 

0
.nγ > β  Тогда для всех 0n n>  будем иметь: 

0
0.n n nγ − α > γ −β > γ −β >  Но это противоречит тому, что lim .nn→∞

α = γ  Итак, 

nγ ≤ β  ( 1, 2, 3,. ..),n =  и поскольку, кроме того, nγ ≥ α  ( 1, 2, 3,. ..),n =  значение γ 

принадлежит каждому из сегментов , .n n α β   Заметим далее, что 

0 n n n≤ β − γ ≤ β − α , и так как последовательность { }n nβ − α  есть нуль-

последовательность, то и { }nβ − γ  есть нуль-последовательность, т. е. lim .nn→∞
β = γ  

Таким образом, γ есть общий предел последовательностей { }nα  и { }.nβ  Заме-
тим, что γ  — единственное число, принадлежащее каждому из сегментов 

, .n n α β   
Если допустить, что существует ,γ ≠ γ′  также принадлежащее каждому из 

этих сегментов, то из того, что n nγ − γ ≤ β − α′  и { }n nβ − α  есть нуль-

последовательность, будет следовать, что 0γ − γ =′ , т. е. .γ = γ′  
Принцип Кантора полностью обоснован. 
Докажем необходимое для дальнейших рассуждений несколько более общее 

предложение [3]. Пусть { },n n α β   — произвольная последовательность вло-

женных сегментов действительных чисел: 1 1 2 2, , ... , ...n nα β ⊃ α β ⊃ ⊃ α β ⊃          . 
Тогда существует по крайней мере одно действительное число, принадлежащее 
каждому из этих сегментов. 

Доказательство. Повторяя для последовательности сегментов { },n nα β    
рассуждения, приведенные в начале доказательства принципа Кантора, найдем 
число lim ,nn→∞

γ = α  удовлетворяющее двойному неравенству n nα ≤ γ ≤ β , т. е. 

принадлежащее любому из сегментов ,n nα β   . Это и есть искомое число. Так 

как теперь не предполагается, что { },n nα β    является стягивающей системой, 
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нельзя утверждать, что lim nn→∞
γ = β  и что γ  есть единственное число, принадле-

жащее всем сегментам последовательности [3–5]. По крайней мере одно число, 
принадлежащее всем сегментам , ,n n α β   всегда существует. 

Введем понятие сечения Дедекинда. Какое-либо разделение (или разбиение) 
множества всех действительных чисел на два класса A  и В называют сечением 
(в смысле Дедекинда), произведенным на множестве всех действительных чисел, 
если выполняются следующие условия: 

1) каждое действительное число принадлежит одному и только одному из 
классов A  и В, причем каждый из этих классов содержит по крайней мере по 
одному числу (т. е. не является пустым); 

2) каждое число, принадлежащее одному определенному классу (например, А), 
меньше, чем любое число другого класса (В). 

Тот класс, числа которого меньше, называется нижним классом, другой — 
верхним. 

Отнесем, например, к классу A  все действительные числа, не превосходя-
щие α, а к классу B — все действительные числа, большие α. Тогда получим се-
чение, для которого α будет принадлежать нижнему классу и притом будет яв-
ляться наибольшим числом этого класса. Что касается верхнего класса, то ни 
одно число не будет наименьшим в нем, но для каждого β ∈B можно будет ука-
зать другое число, например, ( )/2,α +β  также принадлежащее B (так как 
( )/2α +β > α ) и меньшее‚ чем β. 

С помощью того же α  можно образовать и другое сечение, отнеся к нижне-
му классу A  все действительные числа, меньшие, чем α, а к верхнему классу B — 
числа, не меньшие α. Тогда α войдет в верхний класс, причем будет наимень-
шим числом этого класса. Что касается нижнего класса А, то ни одно число не 
будет наибольшим в нем, но для каждого γ ∈A можно будет указать большее 
число, также принадлежащее A  (например, ( )/2α + γ ). В обоих случаях сечение 
производится посредством числа α. Согласно принципу Дедекинда утверждает-
ся, что для всякого сечения на множестве действительных чисел существует 
действительное число α, производящее именно это сечение. Докажем этот 
принцип, опираясь на доказанный принцип Кантора.  

Принцип Дедекинда. Каково бы ни было сечение на множестве всех дей-
ствительных чисел, существует действительное число γ, производящее это сече-
ние; оно принадлежит либо нижнему классу и тогда является наибольшим в 
нем, либо верхнему классу и тогда является наименьшим в нем. 

Доказательство. Пусть a и b — действительные числа, из которых a  при-
надлежит нижнему классу A сечения, а b — верхнему классу B. Тогда a a≤    — 

целое число из класса A  и 1b b+ >    — целое число из класса B. Рассмотрим воз-
растающие целые числа 

, 1, ..., 1.a a b+ +            
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Первое из них принадлежит А, последнее — В; следовательно, среди них 
должно существовать последнее принадлежащее классу A  целое число 

1 ,aα >     такое‚ что следующее за ним целое число 1 1 1 1bβ = α + ≤ +    принад-
лежит классу В.  

Рассмотрим теперь числа, которые следуют, возрастая с шагом 0,1, от 1α  и 
до 1 :β  

1 1 1 1 1 1
1 2 9 10, , , ..., , .

10 10 10 10
α α + α + α + α + = β  

Среди них найдется последнее принадлежащее классу А число 
2 1 1 1/10 ,kα = α + ≥ α  такое, что следующее за ним число 2 1 1 1( 1)/10kβ = α + + ≤ β  

будет принадлежать классу В. Следующий этап рассуждений будем вести, от-
правляясь от чисел 2α  и 2β  и рассматривая числа, которые следуют, возрастая 

с шагом 0,1, от 2α  до 2.β  Получим числа 2
3 2 2 2/10kα = α + ≥ α  и 

3
3 2 2 2( 1)/10 ,kβ = α + + ≤ β  из которых первое принадлежит классу А, а второе — 

классу В. Заметим, что пары чисел 1α  и 1β , 2α  и 2β  можно рассматривать как 

концы сегментов с длинами, равными 1, 1/10  и 21/10 , с левыми концами, при-
надлежащими классу A, и с правыми концами, принадлежащими классу В, при-
чем сегмент 2 2, α β   вложен в 1 1, , α β   а сегмент 3 3, α β   вложен в 2 2, . α β   
Продолжая эти рассуждения дальше, получим бесконечную последовательность 
сегментов { },n n α β   таких, что 

1 1 2 2 3 3 1 1, , , ... , , ...n n n n+ +         α β ⊃ α β ⊃ α β ⊃ ⊃ α β ⊃ α β ⊃           

и 1 0
10 1n n nβ − α = →

−
 при .n → ∞  Следовательно, это стягивающая система 

сегментов, и на основании принципа Кантора можно утверждать, что существу-
ет число γ, принадлежащее любому из этих сегментов:  

lim lim .n nn n→∞ →∞
γ = α = β  

Покажем, что это число производит данное сечение. Предположим сначала, 
что оно принадлежит нижнему классу: γ ∈A. Убедимся, что оно является 
наибольшим в этом классе, т. е. что каждое число β > γ  не принадлежит А, т. е. 
принадлежит классу В.  

В самом деле, допуская противное, предположим, что β ∈A. Тогда ,nβ < β  
так как nβ ∈B и, следовательно, 0.nβ − γ > β − γ >  Но это противоречит тому, что 

lim .nn→∞
γ = β  Итак, если γ ∈A, то оно является наибольшим в классе A  и вместе с 

тем производит данное сечение. Совершенно так же покажем, что в случае, ко-
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гда γ ∈В, оно является наименьшим в этом классе и, следовательно, и в этом 
случае производит данное сечение.  

Теорема доказана.  
Докажем, что из принципа Дедекинда может быть выведен как следствие 

принцип Коши, с которого мы начали. Этим доказательством завершится уста-
новление эквивалентности четырех принципов: Коши, Вейерштрасса, Кантора и 
Дедекинда. Итак, опираясь непосредственно на принцип Дедекинда, установим 
принцип Коши. Каждая фундаментальная последовательность { }nα  дей-
ствительных чисел сходится.  

Для доказательства заметим сначала, что каждая фундаментальная последо-
вательность действительных чисел ограничена. Рассуждения здесь совершенно 
такие же, как и при доказательстве ограниченности фундаментальной последо-
вательности рациональных чисел. Положив 1,ε =  можно утверждать, что 

1,n p n+α − α <  при .n N>  Пусть 0n n N= >  — фиксированное натуральное чис-

ло. Тогда 

0 0 0 0 0 0 0 0
( ) 1n p n n p n n n p n n+ + +α = α + α − α ≤ α + α − α < α +  ( 1, 2, 3, ...),p =  

т. е. абсолютные величины всех членов последовательности, следующих за 
0
,nα  

меньше, чем 
0

1nα + . Обозначим наибольшее из чисел 
0 01 , ..., , 1n nα α α +  через 

M, тогда при любом n будем иметь ,n Mα ≤  что и выражает собой ограничен-
ность последовательности { }.nα  Произведем теперь сечение на множестве всех 
действительных чисел, отнеся к нижнему классу A все числа, меньшие беско-
нечно многих членов последовательности, а к верхнему классу B — все осталь-
ные действительные числа [5, 6]. Иными словами, a A∈  тогда и только тогда, 
когда существует бесконечное множество натуральных чисел 1 2, , ..., , ...kn n n , для 
каждого из которых выполняется неравенство .

kna < α  Число b B∈  характери-

зуется тем, что среди членов последовательности { }nα  либо нет ни одного чле-
на, превосходящего b, либо имеется лишь конечное число таких членов.  

Убедимся сначала, что классы A и B действительно образуют сечение. Оче-
видно, что каждое действительное число войдет в один и только один из классов 
A и B. Ни один из этих классов не является пустым; например, число 1M − , кото-
рое меньше каждого из ,nα  принадлежит классу А, а число 1,M +  которое боль-
ше каждого ,nα  принадлежит классу ( ).nB Mα ≤  Таким образом, условие 1), 
входящее в определение сечения, выполнено. Но выполнено также и условие 2), 
поскольку если a ∈A, то существуют бесконечно многие члены последователь-
ности 

1 2
, , ..., , ...,

kn n nα α α  превосходящие а. Следовательно, если a′  — какое-

либо действительное число, не превышающее a, то для него должны выполнять-
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ся неравенства 
kna < α′  ( 1, 2, 3, ...),k =  откуда следует, что и .a А∈′  Таким обра-

зом, для любого b, не принадлежащего А, т. е. для b ∈B, должно выполняться 
неравенство ,b a>  каково бы ни было a ∈A. Итак, условие 2) также выполнено, 
и классы A и B образуют сечение. Но тогда, согласно принципу Дедекинда, су-
ществует действительное число γ, производящее сечение [7].  

Покажем, что оно и является пределом последовательности { }.nα  В самом 
деле, пусть ε — какое-либо положительное число. Тогда, с одной стороны, суще-
ствует такое N, что при n N>  и любом p выполняется неравенство 

/2n p n+α − α < ε  (так как { }nα  — фундаментальная последовательность) [8]. С 
другой стороны, полуинтервалу ( /2, /2]γ − ε γ + ε  должны принадлежать беско-
нечно многие члены последовательности { }nα  [9]. 

Действительно, допустим, что здесь их содержится только конечное число: 
если /2,γ < γ + ε  то /2 Bγ + ε ∈  и, следовательно, лишь конечное число членов 
последовательности { }nα  может превосходить /2.γ + ε  Отсюда следует, что 
только конечное число членов последовательности { }nα  может превосходить 

/2,γ − ε  поскольку каждое /2nα > γ − ε  должно либо принадлежать полуинтер-
валу ( /2, /2]γ − ε γ + ε : /2 /2nγ − ε < α ≤ γ + ε , либо превосходить /2 :γ + ε  

/2.nα > γ + ε  
Но это означает, что /2 ,Bγ − ε ∈  тогда как число /2,γ − ε  будучи меньше γ, 

должно принадлежать классу А. На основании этого противоречия заключаем, 
что полуинтервалу ( /2, /2]γ − ε γ + ε  принадлежат бесконечно многие члены по-
следовательности { }.nα  Среди них найдутся такие, номера которых превосхо-
дят N. Пусть 

0
( /2, /2],nα ∈ γ − ε γ + ε  т. е. 

0
/2 /2,nγ − ε < α ≤ γ + ε  причем 0 .n N>  

Тогда для всех 0n n>  будем иметь:  

0 0 0 0
( ) ( ) /2 /2 .n n n n n n nα − γ = α − α + α − γ ≤ α − α + α − γ < ε + ε = ε  

Отсюда и следует, что последовательность { }nα  сходится, причем 
lim .nn→∞

α = γ  

Доказательство закончено. 
Для доказательства общих теорем анализа все четыре принципа одинаково 

пригодны. Для решения задач на пределы последовательностей принципы Ко-
ши, Вейерштрасса и Кантора приспособлены лучше, чем принцип Дедекинда, 
прежде всего потому, что в последнем непосредственно не говорится ни о какой 
последовательности [9–11].  

Что же касается сравнения между собой принципов Коши, Вейерштрасса и 
Кантора, то из них более простыми в применении являются принцип Вейер-
штрасса и, в сущности, мало от него отличающийся принцип Кантора [10]. 
Нужно, чтобы последовательность { }nα  была монотонной, т. е. чтобы члены ее 
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изменялись в одну сторону. В принципе Кантора речь идет о двух монотонных 
последовательностях { }nα  и { }:nβ  одну из них составляют левые концы сег-
ментов, другую — правые. Можно, однако, рассматривать nα  и nβ  как члены 
одной немонотонной последовательности: 1 1 2 2 3 3, , , , , ,. ..α β α β α β . Здесь члены, 
стоящие на нечетных местах, следуют, не убывая 1 2 3( ...)α ≤ α ≤ α ≤ ‚ а члены, 
стоящие на четных местах, — не возрастая 1 2 3( ...)β ≥ β ≥ β ≥ . Для применимости 
принципа достаточно, чтобы выполнялось неравенство n nα ≤ β  ( 1,2,...)n =  и 
чтобы { } 0n nβ − α →  при .n → ∞  При этих условиях последовательности { }nα  и 

{ }nβ будут иметь общин предел γ, и тот же предел будет иметь последователь-
ность 1 1 2 2, , , ,... , ,...n nα β α β α β . 

Применение принципа Коши к решению задач нередко оказывается более 
сложным, чем применение принципов Вейерштрасса и Кантора. Но принцип 
этот имеет преимущество общности формулировки — здесь не требуется каких-
либо специальных условий, налагаемых на члены последовательности, подоб-
ных условию монотонности (принцип Вейерштрасса) или условию вложенно-
сти сегментов, с концами соответственно в нечетных и четных членах последо-
вательности (принцип Кантора). 

Покажем все эти замечания на примерах.  

I. Установить, что последовательность 1 2,α =  2 2 2 ,α = +  

3 2 2 2 ,α = + +  4 2 2 2 2 , ...α = + + +  сходится, и найти ее предел (все 
корни берутся в арифметическом смысле). 

Решение. С одной стороны, заметим, что последовательность монотонна, а 
именно что 1n n+α > α  ( 1, 2, ...).n =  В самом деле, переход от nα  к 1n+α  связан с 

увеличением подкоренного выражения: 2,  стоящий в выражении для nα  на 

последнем месте, заменяется выражением 2 2 .+  С другой стороны, последо-
вательность { }nα  ограничена. В самом деле, 1 2 2α = < ; предположив, что 

условие 2nα <  уже доказано, заметим, что 1 2 ,n n+α = + α  тогда будем иметь: 

1 2 2 2n+α < + = . Итак, { }nα  — монотонная и ограниченная последователь-
ность, а значит, согласно принципу Вейерштрасса, эта последовательность схо-
дится [9].  

Пусть lim ,nn→∞
α = α  тогда 0 2n< α ≤ α ≤  ( 1, 2, ...).n =  Переписывая соотноше-

ние 1 2n n+α = + α  в виде 2
1 2n n+α = + α  и применяя к последовательностям 

{ }2
1n+α  и { }2 n+ α  теоремы о пределе произведения (степени) и суммы (такое 

применение стало возможным, поскольку доказано, что lim nn→∞
α  существует), 

находим 2 2 .α = + α  Отсюда получаем: 
2;1 9

12 4
α = ± = −

 и, наконец (отбрасывая 
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отрицательное значение), 2.α =  Очевидно, что среди всех известных принци-
пов теории пределов принцип Вейерштрасса является наиболее удобным для 
решения этой задачи.  

II. Пусть a и b — два положительных числа, причем .a b<  Образуем их 
среднее геометрическое 1 abα =  и среднее арифметическое 1 ( )/2.a bβ = +  Из-
вестно, что 

( )2

1 1 1 1
20 0 .

2 2 2

a ba b a ab bb ab
 − + − +< α < β < β − α = − = = > 
  

 

Образуем теперь среднее геометрическое и среднее арифметическое чисел 

1α  и 1β : получим 2 1 1 ,α = α β  2 1 1( )/2,β = α +β  причем будем иметь неравенства 

1 2 2 1α < α < β < β . 
Продолжая этот процесс, будем по найденным на каком-либо этапе числам 

nα  и nβ  вводить числа 1n n n+α = α ⋅β  и 1 2
n n

n+
α +β

β = . Тогда при любом n  

будут выполняться неравенства 1 1n n n n+ +α < α < β < β . Иными словами, сегмент 

1 1,n n+ + α β   будет вложен в сегмент , .n n α β   Чтобы применить к последова-
тельности { }nα  и { }nβ  принцип Кантора, остается убедиться в том, что длина 

сегмента ,n n α β   стремится к нулю при .n → ∞  Но  

2

1 1

2 2 2

2

2 ( )
2 2 2

( ) ( ) ( )
,

22( ) 2( 2 ) 2

n n n n n nn n
n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

+ +
α − α ⋅β +β α − βα +β

β − α = − α β = = =

β − α β + α β − α β − α β − α
= = = ⋅

β + α β + α + α β β + α + α β

 

и поскольку вторая дробь меньше единицы, то 1 1 ( )/2.n n n n+ +β − α < β − α  
Это означает, что длина сегмента 1 1,n n+ +α β    меньше половины длины сег-

мента ,n nα β    и, следовательно, стремится к нулю при n → ∞  (выписывая не-
равенства 2 2 1 1( )/2,β − α < β − α  3 3 2 2 1 1( )/2, ..., ( )/2n n n n+ +β − α < β − α β − α < β − α  и 

перемножая их почленно, после сокращений находим 1 1 1 1( )/2 ,n
n n+ +β − α ≤ β − α  

откуда и следует наше утверждение). 
Итак, последовательность сегментов { },n nα β    является стягивающейся си-

стемой сегментов и, следовательно, согласно принципу Кантора, последовательно-
сти { }nα  и { }nβ , получаемые путем последовательного образования средних гео-
метрических и средних арифметических, имеют общий предел γ . Этот предел удо-
влетворяет неравенствам 1 1 1... ... ... ...n n na b−< α < < α < < γ < < β < β < < β <  и назы-
вается арифметико-геометрическим средним чисел a  и b  [6, 9]. 
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Видно, что принцип Кантора дает наиболее естественное средство для уста-
новления существования арифметико-геометрического среднего.  

I. Пусть x  — произвольное действительное число. Требуется доказать, что 
последовательность  

1 2 3
sin sin sin2 sin sin2 sin3, , ,...,
1 2 1 2 2 3 1 2 2 3 3 4
sin sin2 sin... ,...
1 2 2 3 (n 1)n

x x x x x x

x x nx
n

α = α = + α = + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

α = + + +
⋅ ⋅ ⋅ +

 

сходится. 
Здесь не существует простых неравенств между значениями членов, кото-

рые позволили бы применить принцип Вейерштрасса (как в случае монотонно-
сти последовательности) или принцип Кантора (как в том случае, когда данная 
последовательность составлена из двух чередующихся монотонных последова-
тельностей) [9–11]. Поэтому обратимся к принципу Коши. Для этого рассмот-
рим абсолютную величину разности n p n+α − α  и начнем с предварительных 
упрощений, позволяющих убедиться, что при достаточно больших n  и любых 
p  эта величина будет меньше любого наперед заданного 0ε > . Имеем:  

sin( )sin sin sin( 1) sin sin... ... ...
1 2 ( 1) ( 1)( 2) ( )( 1) 1 2 ( 1)

sin( 1) sin( )sin( )sin( 1) ... ...
( 1)( 2) ( )( 1) ( 1)( 2) ( )(

n p n
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n n n n n p n p n n

n x n p xn p xn x
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+
 +  α − α = + + + + + − + + =   ⋅ + + + + + + ⋅ +  

+ +++= + + ≤ + +
+ + + + + + + + 1)

1 1 1 1 1 1 1 1... ...
( 1)( 2) ( )( 1) 1 2 2 3 1

1 1 1 .
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n p

n n n p n p n n n n n p n p

n n p n

≤
+ +

    ≤ + + = − + − + + − =        + + + + + + + + + + + + 

= − <
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Если принять, что 1 1/n > − + ε , то 1 1/ ,n + > ε  1/( 1)n + < ε  и, следовательно, 

n p n+α − α < ε . 

Итак, последовательность { }nα  — фундаментальная последовательность и, 
следовательно, согласно принципу Коши, она сходится. Приведенные примеры 
показывают, насколько важно уметь пользоваться различными принципами 
теории пределов, применяя в каждой задаче тот из них, который лучше приспо-
соблен к ее условиям. 

Заключение. Изученные основные принципы теории пределов характери-
зуют, каждый в отдельности, одно и то же свойство множества действительных 
чисел, а именно свойство непрерывности. Присоединяя к рациональным числам 
иррациональные числа, определяемые им посредством сечений, производимых 
на множестве рациональных чисел, доказано, что расширенное таким образом 
множество чисел, т. е. множество действительных чисел, уже обладает свой-
ством, аналогичным свойству непрерывности прямой.  

Отмечено, что принцип Дедекинда равносилен трем другим принципам: 
Кантора, Коши и Вейерштрасса. Следовательно, можно утверждать, что каж-
дый из основных принципов теории пределов выражает свойство непрерывно-
сти множества всех действительных чисел. При построении геометрии прямая и 
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точка относятся к основным понятиям, которые не сводятся одно к другому, 
хотя и могут находиться в определенных отношениях (например, точка может 
лежать на некоторой прямой, прямая может проходить или не проходить через 
некоторую точку). В самом деле, для того чтобы выделить множество точек 
прямой среди всех других возможных множеств точек, нужно уже владеть по-
нятием прямой. Свойства множества всех точек, принадлежащих одной и той 
же прямой, устанавливаются в специальных аксиомах геометрии. К числу их 
принадлежат аксиомы непрерывности, составляющие пятую группу аксиом в 
системе, предложенной Л. Гильбертом. В более полной формулировке‚ где под-
черкивается непустота каждого из двух классов и где недостаточно определен-
ное понятие «влево» заменено более точными понятиями, исходя из идеи, вы-
раженной аксиомой Дедекинда, можно построить теорию действительного чис-
ла независимо от теории Кантора. Теории Дедекинда и Кантора абсолютно рав-
носильны, поскольку обе они приводят к непрерывным коммутативным архи-
медовски расположенным полям, которые изоморфны друг другу. 
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Abstract Keywords 
The article presents limit theorems that have a condi-
tional character. We provide not only full justification 
of the theory of limits principles based on the previous-
ly developed real numbers theory, but also the evi-
dence that these principles are equivalent. It is shown 
that all the four principles are equally applicable for 
proving the general analysis theorems. In order to 
solve the problems on limits of sequences the Cauchy, 
Weierstrass and Cantor principles are adjusted better 
than the Dedekind principle. The Cantor and Dede-
kind theorems are proved for the number scale, where 
by the points are meant the numbers, and by the seg-
ments – some sum-total numbers. The statements of 
the theorems are understood literally, as referring to 
the ordinary segments and points on the geometrical 
rather than on the number scale. These statements are 
the consequences of the definitions and axioms accept-
ed in geometry. 
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