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Введение. Один из основных этапов создания робототехнических систем 

состоит в проведении математического моделирования их динамики. На сего-
дняшний день предложено множество методов для решения этой задачи. Мето-
дам математического описания кинематики и динамики исполнительных меха-
низмов (ИМ) роботов посвящены публикации [1, 2]. По результатам обзора [3], 
следует, что в РФ имеется значительное отставание в этой области исследова-
нии. 

Разработки в робототехнических системах включает в себя большое число 
подзадач из различных сфер науки и техники [4]. Робот может быть на колесной 
платформе, гусеничным, шагающим или летающим. Он может иметь различные 
манипуляторы для взаимодействия с внешним миром и множество сенсоров, 
данные с которых необходимо принять и обработать. Без знаний кинематики, 
динамики, электроники, машинного зрения, навигации и других узкоспециали-
зированных дисциплин невозможно создать робототехническую систему, отве-
чающую современным требованиям. Оптимальным подходом к построению 
математической модели динамики ИМ экзоскелета является использование мо-
дифицированной систем координат (СК) Денавита—Хартенберга и принципа 
Д’Аламбера, которые позволяют определить его движение с учетом приложен-
ных внешних сил и моментов, а также сил и моментов от наложенных внешних 
кинематических связей и вычислить возникающие при этом силы и моменты 
реакций этих связей. 

Параметры Денавита—Хартенберга. Кинематическая схема экзоскелета и 
его 3D-модель [3, 5, 6] представлены на рис. 1. 
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Рис. 1. Кинематическая схема (а) и 3D-модель общего вида (б) ИМ экзоскелета 

Значения модифицированных параметров Денавита—Хартенберга для ос-
новных СК ИМ экзоскелета представлены в табл. 1. 

Таблица 1 
Значения параметров Денавита—Хартенберга для основных ОС ИМ экзоскелета 

№ СК θ, рад d, м a, м α, рад f (i) ns (i) 
1 0 0 0 0 0 1 
2 0 0 0 0 1 1 
3 0 0 0 0 2 1 
4 0 0 0 0 3 1 
5 0 0 0 0 4 1 
6 –π/2 0 0,238 –π/2 5 1 
7 0 0,198 0,167 π/2 6 1 
8 π/2 –0,107 0 –π/2 7 1 
9 π/2 0 0,476 0 8 1 

10 0 0 0,674 π/2 9 1 
11 π 0,198 –0,094 π/2 6 2 
12 π/2 –0,107 0 –π/2 11 1 
13 π/2 0 0,476 0 12 1 
14 0 0 0,674 π/2 13 1 
 

Значения параметров Денавита—Хартенберга для вспомогательных СК ИМ 
экзоскелета: 

 

№ СК θ, рад d, м a, м α, рад f (i) ns (i) 
6,2 π 0 0,476 0 6 2 
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Исходные данные для расчета динамики ИМ экзоскелета [7]: 
 di [м], ai [м], i  [рад] — параметры Денавита—Хартенберга для основных 

и вспомогательных СК экзоскелета, а также параметры f(i) и ns(i), где f(i) — но-
мер звена-отца звена i и ns(i) — параметр, показывающий, каким по счету сы-
ном является звено i для звена f(i); 

 параметры звеньев ИМ: масса, тензоры инерции, координаты центров 
масс звеньев, получаемые по результатам 3D-моделирования конструкции; 

 координаты точек приложения внешних сил; 
 координаты точек наложения внешних связей.  
Уравнение динамики древовидного ИМ активного экзоскелета. Выразим 

усилия, развиваемые приводами, через обобщенные координаты и их произ-
водные [8]. Путем группирования сомножителей при q  и q  получены урав-
нение динамики ИМ роботов, имеющих древовидные кинематические схемы 
(КС), определяемые матрицей достижимости звеньев D , блочным вектором 0 z  
и диагональной матрицей  : 

         0 0
в в( ) ( , ) ( ) ( ) ,A B C Hq q q q q f q n τ  (1) 

где                     
0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )

T T T
f D f DA D Ed d d dq z c m z c z   

                      0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )
TT T T

C f DD D E D D Ed d d d d dJ z z m z c z   ; 

                   0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T T T

f D f DB D Ed d d dq q z c m c z q  

                 
 0 0 0 0( ) ( ) ( )T T T

f D f DD D E
dd d dc σ q z c σ z q  

          
02 ( ) ( )TD E D Ed dz q  

                      0 0 0 0 0( ) ( )T T T
C CD D D E D D D

dd d d d d dJ σ q z z σ q J z σ q  

               0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
T T T T

f DE D D Ed d d dz m c z q  

         02 ( ) ( )TD E D Ed dz q  

                       
  0 0 0 0 0( ) ( ) ( )T T T

f D f DD D E
dd d d dc σ q z c σ z q z σ q ; 

                 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
T TT T T TC D E D D E Dd d d dq σ z s t σ z ; 

   0( )
T TH Ddq σ z . 

В этих выражениях: 
 1 2( , ... )T

Nm m m m  — матрица масс звеньев ИМ; 


1 2
( , ... )

N
T

C C C CJ J JJ  — блочная матрица тензоров инерции звеньев; 
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0 0 0 0
1 2diag( ... )T T T

Nt t tdt  — блочная диагональная матрица векторов, со-
единяющих начала СК звеньев  f i ,  ns i  с точками, через которые проходят 
равнодействующие внешних сил, приложенных к звеньям i ; 0

f Dc  — матрица, 
объединяющая векторы, соединяющие начала СК звеньев  f i ,  ns i  с центра-
ми масс звеньев i , в соответствии со взаимной достижимостью звеньев, описы-
ваемой матрицей D ; правый верхний индекс d  обозначает представление век-
торной величины в диагональном виде. 

В процессе движение активного экзоскелета его стопы взаимодействует с 
опорной поверхностью. Тогда уравнение динамики ИМ экзоскелета с учетом 
воздействия внешних сил и моментов, а также наложенных внешних кинемати-
ческих связей запишем в следующем виде: 

 в
0

( , ) ( )( ) ( )
,

( ) 0 0( ) 0

T
V R

ft

B LA J
J

        
                       

q q q q F τq q
P qRq

 
 (2) 

где q — вектор обобщенных координат ИМ; τ — вектор-столбец моментов, раз-
виваемых приводами ИМ. 

Значения остальных блочных векторов и матриц уравнения (2) определя-
ются в соответствии с работой [8]. 

Расчет значений масс, координаты центров масс, тензоров инерции ИМ 
звеньев экзоскелета. Определим следующие параметры звеньев: 

 массы; 
 координаты центров масс звеньев в связанных основных СК этих звеньев; 
 тензоров инерции звеньев относительно СК, оси которых параллельны осям 

основной связанной СК этих звеньев, а начало координат находится в центре масс 
звеньев; 

 координаты точек приложения внешних сил к звеньям ИМ в связанных 
основных СК этих звеньев; 

 координаты точек приложения сил реакции к звеньям механизма в свя-
занных основных СК этих звеньев. 

Массо-инерционные параметры ИМ экзоскелета получены по результатам 
3D-моделирования в системе SolidWorks. На рис. 2–10 приведены модели ИМ, в 
табл. 2–8 — массо-инерционные параметры ИМ экзоскелета. 

 

   
Рис. 2. Звено 6 Рис. 3. Звено 7 Рис. 4. Звено 11 
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Таблица 2 
Массо-инерционные параметры звеньев 6, 7 и 11 

Параметр Звено 6  Звено 7  Звено 1 
Масса, кг 82,35379515M   9,79481173 M   9,79481173M   
Координаты центра 
масс, м 

0,00167451X   0,57554557X    0,57554557X   
Y  0,00193510 0,07619089Y    0,07619089Y    

0,23529767Z   Z   0,20894688 Z   0,20894688 
Тензоры инерции, 
кг·м2 

xI  4,99974584 0,52381594xI   0,52381594xI   

yI  3,89204735 5,65924037yI   5,65924037yI   

zI  1,14422619 5,28749585zI   5,28749585zI   

xyI  –0,00065630 0,07096446xyI   0,07096446xyI    

xzI  –0,01372725 1,38590490xzI   1,38590490xzI    

yzI  0,00602987 0,00461992yzI   0,00461992yzI   
 
 

  
Рис. 5. Звено 8  Рис. 6. Звено 12 

 
Таблица 3 

Массо-инерционные параметры звеньев 8, 12 

Параметр Звено 8 Звено 12 
Масса, кг 4,76673760 M   4,76673760 M   
Координаты цен-
тра масс, м 

0,03892818X    0,03892818X    
0,00026844Y    0,00026844Y    

0,08972806Z   0,08972806Z    
Тензоры инерции, 
кг·м2 

0,11674009xI   0,11674009xI   
0,12773751yI   0,12773751yI   
0,01318478zI   0,01318478zI   
0,00005254xyI   0,00005254xyI   
0,00419648xzI   0,00419648xzI    
0,00003189yzI   0,00003189yzI    
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Рис. 7. Звено 9 

 

Рис. 8. Звено 13 

Таблица 4 
Массо-инерционные параметры звеньев 9, 13 

Параметр Звено 9 Звено 13 
Масса, кг 8,36217328 M   8,36217328 M   
Координаты центра 
масс, м 

0,00434194X    0,00434194X    
0,03884998Y    0,03884998Y    

0,00029488Z   0,00029488Z    
Тензоры инерции, 
кг·м2 

0,71946350xI   0,71946350xI   
0,05400681yI   0,05400681yI   
0,76869996zI   0,76869996zI   

0,14927912xyI    0,14927912xyI    
0,00021547xzI   0,00021547xzI    
0,00020624yzI   0,00020624yzI    

 

  
Рис. 9. Звено 10 Рис. 10. Звено 14  
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Таблица 5  
Массо-инерционные параметры звеньев 10, 14 

Параметры Звено 10 Звено 14 
Масса, кг 7,60822700 M   7,60822700 M   
Координаты центра 
масс, м 

0,06150354X   0,06150354X    
0,05504941Y   0,05504941Y   
0,12844091Z   0,12844091Z   

Тензоры инерции, 
кг·м2 

0,07701307xI   0,07701307xI   
0,08658967yI   0,08658967yI   
0,01058238zI   0,01058238zI   

0,00017268xyI    0,00017268xyI   
0,00349863xzI   0,00349863xzI    
0,00093428yzI    0,00093428yzI    

 
Запишем законы и диапазоны изменения обобщенных координат для со-

членений, оснащенных приводами: 
бедренное сочленение 

     9 13 45 sin 90 ;q t q t t    
коленное сочленение 

     10 14 45 sin 90 .q t q t t   . 
 

 
Рис. 11. Исследуемое положение экзоскелета 

Ниже представлены коды из пускового файла: 
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    s.q(9)=   -(pi/4)*sin((pi/2)*time); 
    s.dq(9)=  -(pi/2)*(pi/4)*cos((pi/2)*time); 
    s.ddq(9)= (pi/2)*(pi/2)*(pi/4)*sin((pi/2)*time); 
    s.q(10)=   (pi/4)*sin((pi/2)*time); 
    s.dq(10)=  (pi/2)*(pi/4)*cos((pi/2)*time); 
    s.ddq(10)= -(pi/2)*(pi/2)*(pi/4)*sin((pi/2)*time). 
 
Результаты теоретических исследований. Построена зависимость мощно-

сти в сочленении от времени с учетом реакции опоры в программном комплек-
се MATLAB. Стремление к уменьшению потребляемой мощности обусловлива-
ет разработки силовых установок, исследование различных видов приводов и 
способов энергоэффективного управления ими [9, 10]. 

На основании предложенного метода расчета энергетических параметров 
экзоскелета [11, 12] методом синтеза КС ИМ экзоскелета получены графики для 
различных сочленений экзоскелеты (рис. 12, 13) и зависимости моментов в со-
членениях от времени с учетом реакции опор (рис. 14–19). 

 

 
Рис. 12. Графики для сочленения 9 
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Рис. 13. Графики для сочленения 10 

 
Рис. 14. Зависимость моментов в сочленении 7 от времени с учетом реакции опоры 

 
Рис. 15. Зависимость моментов в сочленении 8 от времени с учетом реакции опоры 
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Рис. 16. Зависимость моментов в сочленении 11 от времени с учетом реакции опоры 

 
Рис. 17. Зависимость моментов в сочленении 12 от времени с учетом реакции опоры 

 
Рис. 18. Зависимость моментов в сочленении 13 от времени с учетом реакции опоры 

 
Рис. 19. Зависимость моментов в сочленении 14 от времени с учетом реакции опоры 

Заключение. Рассмотренный метод расчета энергетических параметров эк-
зоскелета позволяет прогнозировать энергетические характеристики приводов 
[13]. Результаты теоретических исследований показали, что потребляемая мощ-
ность для экзоскелета очень высокая. Для уменьшения мощности необходимо 
удлинить ноги экзоскелета и исследовать способы энергоэффективного управления 
приводами, поскольку частота зависит от скорости корпуса экзоскелета.  
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Abstract Keywords 

We consider a kinematic diagram of a tree-like actuator 
for an exoskeleton. We used the D'Alembert's principle 
to derive the equations of dynamics. We present the 
results of investigating dynamics of an exoskeleton 
actuator. We developed a 3D model of the exoskeleton 
actuator using the SolidWorks software package. We 
used the MATLAB software package to plot torque and 
power inside the joints as functions of time. 
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