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Аннотация Ключевые слова 
Предложена аналитическая модель определения 
напряженно-деформированного состояния элемента 
механизации крыла, представляющего собой криволи-
нейный композитный брус. Данная модель учитывает 
изменение окружного модуля упругости по толщине 
бруса. Для проверки корректности представленной 
модели методом конечных элементов выполнено чис-
ленное моделирование напряженно-деформированного 
состояния бруса и подтверждена корректность пред-
ложенной аналитической модели. Даны рекомендации, 
направленные на повышение несущей способности 
конструкции. 
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Использование композитов в силовых элементах конструкций позволяет улуч-
шить эксплуатационные характеристики и достичь весового совершенства кон-
струкций летательных аппаратов. Углепластики обладают рядом уникальных 
физико-механических свойств, однако слабая межслоевая прочность не позво-
ляет использовать их в полной мере. 

Расчеты на прочность и долговечность слоистых балок и пластин проводят, 
как правило, на основании соотношений теории упругости анизотропных тел [1, 2]. 

При исследовании напряженно-деформированного состояния (НДС) и 
прочности криволинейных балок используют соотношения, предложенные 
Лехницким [1, 2]. В частности, аналитические формулы для расчета радиальных 
и окружных напряжений в криволинейной анизотропной балке, представлен-
ные на рис. 1, имеют следующий вид: 
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Рис. 1. Схема нагружения:  

M — изгибающий момент; r — радиус кривизны 

Следует отметить, что соотношения радиальных и тангенциальных напряже-
ний слабо зависят от отношения модулей упругости, характеризуемых парамет-
ром k . В таблице 1 приведены результаты расчетов, полученные с помощью со-
отношений Лехницкого для материалов с различным отношением модулей упру-
гости, значение тангенциального модуля принималось равным 50E   ГПа. 

Таблица 1 

Значения радиальных и тангенциальных напряжений по формуле Лехницкого 
2 / rk E E  100 10 1,1 0,1 0,01 

r r    r    r    r    r    
8,00 0,00 86,51 0,00 81,54 0,00 81,03 0,00 80,98 0,00 80,97 
8,20 1,80 62,22 1,75 62,55 1,75 62,58 1,75 62,59 1,75 62,59 
8,40 3,00 42,61 2,99 44,82 2,99 45,05 2,99 45,08 2,99 45,08 
8,60 3,72 26,14 3,77 28,15 3,77 28,36 3,77 28,38 3,77 28,38 
8,80 4,07 11,61 4,14 12,36 4,15 12,44 4,15 12,45 4,15 12,45 
9,00 4,08 –1,88 4,15 –2,68 4,16 –2,77 4,16 –2,78 4,16 –2,78 
9,20 3,81 –15,07 3,85 –17,10 3,85 –17,32 3,85 –17,34 3,85 –17,34 
9,40 3,27 –28,57 3,25 –31,00 3,25 –31,26 3,25 –31,29 3,25 –31,29 
9,60 2,45 –42,92 2,40 –44,47 2,39 –44,63 2,39 –44,65 2,39 –44,65 
9,80 1,37 –58,61 1,31 –57,60 1,30 –57,49 1,30 –57,47 1,30 –57,47 

10,00 0,00 –76,13 0,00 –70,44 0,00 –69,85 0,00 –69,78 0,00 –69,78 
 
Также следует отметить, что величины разрушающих нагрузок практически 

не зависят от схемы армирования слоев, что подтверждают данные табл. 2. 
Для широкого спектра геометрических параметров и материалов можно 

применять упрощенную формулу: 

max
3

2r
M

hg ab
  . 
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Таблица 2  

Разрушающие нагрузи при четырехточечном изгибе L-образного образца  
из композита T700GC/M21 с различными толщинами и схемами укладки слоев  

Толщина, 
мм 

Разрушающая нагрузка, Н 

[08]ns [0]3/45/902/135/0]ns [(45/90/135/0)2]ns [452/0/1353/90/45]ns 

12,58 10972 10944 11000 10904 

8,38 3349 3902 3255 3645 

4,19 488 498 456 437 
 

Расчетная схема. Рассмотрим случай деформирования изотропной по тол-
щине криволинейной балки под действием изгибающего момента. Расчетная схе-
ма для такого случая представлена на рис. 2. При деформировании, поскольку 
изделие симметрично, происходит уменьшение угла   и увеличение кривизны 
балки. При этом вводится допущение, что балка не деформируется по толщине, 
следовательно, для всех слоев приращение радиуса кривизны составит dr. 

 

 
Рис. 2. Расчетная схема деформирования: 

M — изгибающий момент; r0 — нейтральная линия; r2— внешний радиус 

Положение нейтральной линии 0r определяется из условия неизменности ее 
длины: 

0 0 0( )( );r r dr d      

0 0 0 0.dr r d dr d     

Пренебрегая бесконечно малыми более высокого порядка имеем 

0

0
.r

dr d





 

Далее определим длину произвольного слоя с координатой 0r r y   до де-
формирования:  
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0 0( )l r y   . 

Затем, после деформирования с учетом принятого допущения 

1 0 0( )( )l r dr y d     . 

Окружные деформации при этом рассчитаем следующим образом:  

1 0

0 0
c

l l y d
l r y
 

  
 

; 

0 0( ) 1c
r r rd dr

r r
   

      
. 

Величину окружных напряжений определим согласно закону Гука: 

( ) ( ).c cr E r    

Поскольку на балку действует только изгибающий момент, то  

0;c
r

dr   

2 2

1 1

01 0.
r r

c
r r

rdE dr E dr
r

 
         

После интегрирования получаем соотношение для нейтральной линии: 

2 1 0 2 1( ) (ln ln ) 0;r r r r r     

2 1
0

2

1
ln

r rr
r
r


 . 

Изгибающий момент связан с окружными напряжениями следующим об-
разом: 
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Направление изгибающего момента представлено на рис. 3. 
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Далее рассмотрим равновесное положение элемента балки относительно 
вертикальной оси (рис. 4). 

 

 

 
Рис. 3. Действие изгибающего момента, 
при котором возникают напряжения в 

элементе 

Рис. 4. Балка в состоянии равновесия: 
r — радиус кривизны; dr — приращение ра-

диуса кривизны 

Вертикальная составляющая от окружных напряжений равна 2 sin
2cdr 

  . 

Вертикальная составляющая от r  равна 
2

0

2 cos 2 sin
2r rrd r




       , а от 

r rd   — 
2

0

2 ( )cos ( ) 2( )( )sin
2r r r rd r dr d d r dr




           . 

Суммируем эти составляющие и получим 

( )( ) 0.r r r cd r dr r dr         

Упростим выражение и избавимся от бесконечно малых более высокого 
порядка, после чего получим следующее дифференциальное уравнение: 

.cr rd
r dr r

 
   

Решим это уравнение и запишем 

( ) .r
A r

r
   

Функцию A(r) можно найти, исходя из граничных условий 
1 2( ) ( ) 0r rr r    , поскольку верхняя и нижняя поверхности балки свободны от 

силовых факторов, получим 0 1 0 1( ) ( ln ln ).dA r E r r r r r r
   


Таким образом, 

окончательно для окружных и радиальных напряжений имеем следующие зави-
симости: 
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Применим этот подход для балки с переменным по толщине модулем. 
Пусть ( )E E r , а распределение окружных деформаций по толщине материала 
имеет тот же вид, тогда окружные напряжения  

( ) ( ) ( ).c cr E r r    

Положение нейтральной линии определим как  
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r
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Изгибающий момент связан с окружными напряжениями следующим образом: 
2 2 2

1 1 1

0
01

r r r

c
r r r r
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Распределение радиальных напряжений находим тем же способом и полу-
чаем 

1 1

0
( )( )

r r

r r
r

E rE r dr r dr
rd

r




 


 
. 

Распределение окружных напряжений, соответственно, имеет вид: 

01 ( )c
rd E r
r

 
     

. 

На рисунках 5 и 6 показаны распределения окружных и радиальных напряже-
ний, вычисленных аналитическим методом (линия), методом конечных элементов 
(круглые маркеры) и с помощью формул Лехницкого (квадратные маркеры) для 
изотропной балки. При этом 1 8r   мм; 2 10r   мм; 50E   ГПа; 50M    Нм. 

 

  

Рис. 5. Распределение окружных напря-
жений по толщине изотропной балки 

Рис. 6. Кривая радиальных напряжений в 
зависимости от толщины изотропной 

балки 

На рисунках 7–9 представлены распределения окружных и радиальных 
напряжений, вычисленных аналитическим методом (линия) и методом конеч-
ных элементов (маркеры) для слоистой балки. При этом 1 8r   мм; 2 10r   мм; 

50M    Нм. 
Выводы. Получены соотношения для расчета радиальных и окружных 

напряжений криволинейной балки, позволяющие учитывать влияние геомет-
рии балки, изгибающего момента и модуля упругости. 

С помощью полученных соотношений проведены расчеты напряжений для 
однородных по толщине и слоистых балок с различной геометрией. Установле-



 А.Н. Русланцев, Ю.Ю. Феста 

8  Политехнический молодежный журнал. 2017. № 8 

но, что в общем случае нейтральная линия балки не совпадает с ее геометриче-
ской серединой, а максимум радиальных напряжений не располагается на 
нейтральной линии. 

 

 
 

Рис. 7. Распределение окружного модуля 
упругости по толщине слоистой балки 

Рис. 8. Распределение окружных напря-
жений по толщине слоистой балки 

 

Показано, что максимальные ра-
диальные напряжения определяются 
геометрическими параметрами балки. 
Для увеличения предельных нагрузок 
необходимо увеличивать радиус кри-
визны балки, либо увеличивать проч-
ностные характеристики материала в 
радиальном направлении. 

Поверочный расчет, выполнен-
ный методом конечных элементов 
для однородной по толщине балки, 
показал достаточное, а для слоистой 
балки удовлетворительное согласие с 
расчетом, выполненным по предло-
женным соотношениям. 

 

Рис. 9. Кривая радиальных напряжений в 
зависимости от толщины слоистой балки 
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Abstract Keywords 

The study proposes an analytical model for determin-
ing the strain-stress state of the wing mechanization 
element, which is a curvilinear composite beam. The 
model takes into account the variation of the circum-
ferential modulus of elasticity along the thickness of 
the beam. To verify the correctness of the presented 
model by the finite element method, we performed 
numerical simulation of the strain-stress state of the 
bar and confirmed the correctness of the proposed ana-
lytical model. Finally we give recommendations for 
increasing the bearing capacity of the structure. 

Composite, carbon fiber, curvilinear 
laminated beam bending, strain-
stress state 
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